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Предисловие 


Читателем, взявшим в руки эту книгу, может ока- 
заться математик, физик или инженер-связист; студент, 
аспирант или зрелый исследователь, ведущий самостоя- 
тельную работу. В зависимости от направленности его 
собственных научных интересов, читатель может по-раз- 
ному распределить свое внимание между отдельными 
главами. | 

Так, первая глава предназначена прежде всего для 
тех, кто интересуется принципиальными вопросами син- 
теза теории информации с физикой, проблемой переноса 
информации при взаимодействиях, проблемами предска- 
зания и теории измерений. 

Вторая глава, по мысли автора, может заинтересо- 
вать читателей, стремящихся уяснить потенциальные воз- 
можности одномерных оптических каналов связи. Здесь 
сравнительно немного громоздких математических вык- 
ладок, а обсуждению результатов и представлению их 
в удобной для восприятия форме уделено значительное 
внимание. 

Что касается третьей главы, посвященной ‘реальным 
каналам связи, то здесь при первом чтении можно без 
большого ущерба опустить промежуточные вычисления, 
сосредоточив свое внимание на выводах. 

В четвертой главе обсуждаются пространственные 
каналы и некоторые ‘вопросы статистической оптики. Од- 
нако литература по этим вопросам настолько обширна, 
что детальное изложение методов голографии, интерфе- 
рометрии интенсивностей и т. д. потребовало бы написа- 
ния, как минимум, еще одной такой же книги. Поэтому 
здесь автор ограничился разбором лишь отдельных 
принципиальных вопросов, непосредственно примыкаю- 
щих к теории информации. 

Строго говоря, для чтения книги достаточно лишь по- 
верхностного знакомства с основами квантовой механи- 
ки, все остальные необходимые сведения сообщаются 
по ходу дела. Однако для того, чтобы детально разоб- 
раться в математических выкладках и доказательствах, 
определенный навык преобразований с применением 
формализма матрицы плотности все-таки нужен. 


Несколько слов о принятых в книге обозначениях. 
Чтобы не загромождать формул, автор решил отказать- 
ся от введения единой системы обозначений, заботясь 
лишь о том, чтобы в рамках одного параграфа одна и 
та же буква не обозначала различные понятия. В первой 
главе умышленно применены несколько старомодные 
обозначения, не использующие скобок бра и кэт, — из 
опасения, что еще не все читатели к ним привыкли. 
Однако в последующих главах это оказалось неизбеж- 
ным, поскольку иначе запись квантовых состояний элек- 
тромагнитного поля оказалась бы слишком громоздкой. 

При написании книги автор стремился не только из- 
ложить уже имеющиеся результаты, но и привлечь вни- 
мание читателя к нерешенным пока вопросам физиче- 
ской теории информации — этой совсем еще молодой 
области науки. 


г. Горький 


Введение 


Трудно отыскать область природных явлений или от- 
расль техники, где мы не сталкивались бы со способ- 
ностью физических процессов переносить и преобразовы- 
вать информацию. Кванты света сообщают большинству 
живых существ до 90% сведений об окружающем мире; 
электромагнитные волны и потоки частиц несут отпеча- 
ток процессов на далеких звездах; прикосновение пера 
авторучки к бумаге создает сложные комбинации моле- 
кул, складывающиеся в буквы, слова и фразы. Поведе- 
ние самых разнообразных объектов не только живой, но 
и неживой природы настолько сильно зависит от полу- 
чаемой ими информации, что едва ли возможно отделить 
непосредственное силовое воздействие на объект от по- 
следствий получения сведений, заключенных в этом воз- 
действии. Поэтому неудивительно, что тенденция к опе- 
рированию информационными категориями прослежива- 
ется у большинства физиков и философов, обсуждавших 
проблемы причинности и однонаправленности времени, 
статистической необратимости и теории измерений; а 
сами термины «информация» и «количество информа- 
ции» широко употреблялись в естественных науках и 
обыденной жизни задолго до, их строгого определения 
К. Шенноном и Н. Винером. 

Когда же это произошло и теория информации полу- 
чила развитие в работах ряда выдающихся математиков, 
она на определенное время почти выпала из поля зрения 
физики и других естественных наук, а у многих даже 
создалось впечатление, что информация является свое- 
го рода «неосязаемым» понятием, что передача информа- 
ции никак не связана с переносом энергии и т. д. Причи- 
ны подобных недоразумений следует отнести на счет не- 
которых особенностей истории возникновения теории 
информации, ее последующего развития и применения. 

Дело в том, что появление математической теории 
связи в значительной степени стимулировалось достиже- 
ниями радиотехники, которая в те годы еще целиком ба- 
зировалась на классической электродинамике с прису- 
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щЩими ей представлениями о непрерывности и одновре- 
менной измеримости всех физических величин. Это об- 
слоятельство получило наиболее яркое выражение в зна- 
менитой формуле Шеннона для пропускной способности 
непрерывного канала с аддитивным шумом [1] 


С= (В/9л) ш (1+ Р/М), 


которая приводит к выводу о возможности передачи лю- 
бого количества информации в секунду при помощи 
сколь угодно слабых сигналов, если помехи отсутствуют. 

В дальнейшем развитие теории информации под 
влиянием потребностей техники пошло преимуществен- 
но по пути решения задач оптимизации различных кана- 
лов и кодирования, которые за сравнительно короткое 
время развились в обширный самостоятельный раздел 
математики, отодвинув на задний план проблемы физи- 
ческих ограничений в системах связи. 

Тем не менее, глубокая аналогия между энтропией 
Шеннона и больцмановской энтропией в статистической 
механике сразу же привлекла внимание многих иссле- 
дователей, а физические идеи в теории информации ни- 
когда не были чужды и наиболее крупным представи- 
телям ее математического направления (достаточно за- 
метить, что одна из первых работ по квантовой теории 
связи была представлена в журнал «Доклады АН 
СССР» А. Н. Колмогоровым, а Н. Винер начал свою 
научную карьеру с изучения броуновского движения). 

Между тем, стремительное развитие электроники, вы- 
разившееся в освоении все более коротковолновых уча- 
стков электромагнитного спектра и миниатюризации си- 
стем хранения и переработки информации, приблизило 
реальные устройства к тому пределу, когда становятся 
существенны квантовомеханические закономерности и 
связанные с ними ограничения. Действительно, кванто- 
вая природа излучения в оптическом диапазоне уже не 
позволяет рассматривать его как непрерывный волновой 
процесс, а при конструировании запоминающего устрой- 
ства на молекулярном уровне нельзя игнорировать осо- 
бенности энергетических спектров и электронных оболо- 
чек атомов. 

В чем состоит специфика физического подхода к про- 
блемам передачи информации: существует ли необходи- 
мость врадикальном пересмотре понятий шенноновской 
теории или же дело сводится просто к применению физи- 


6 


ческих уравнений для описания статистических свойств 
конкретных каналов? Вообще говоря, последнее пред- 
положение не слишком далеко от истины — во всяком 
случае, при физическом подходе нет нужды вводить 
новую меру для определения количества информации. 
Однако наряду с решением частных задач удается сфор- 
мулировать и весьма общие ограничения, накладывае- 
мые законами природы на каналы связи, и установить 
пределы принципиальной осуществимости всевозможных 
мыслимых систем. Так, скорость передачи информации 
при заданной мощности сигнала даже в отсутствие по- 
мех всегда оказывается конечной величиной. 

Другим важным обстоятельством является специфич- 
ность квантовомеханического измерения, во многих отно- 
шениях не имеющего аналога в классической физике. 
Дело в том, что согласно представлениям квантовой тео- 
рии вероятностное предсказание результатов измерения, 
производимого в процессе приема, не исчерпывается за- 
данием вида (состояния) сигнала — для этого необходи- 
мо еще указать, какой набор переменных измеряется. 
Больше того, измерение одних переменных обычно ис- 
ключает получение достоверных сведений о других. На- 
пример, при точном измерении скорости свободно летя- 
щей частицы мы теряем возможность узнать что-либо 
о ее положении в пространстве, а ведь именно с ним 
может оказаться связана информация об интересующем 
нас событии. Возникающая при этом проблема оптими- 
зации способа приема сигналов далеко не тривиальна, 
а в общем виде она не решена и по сей день. 

Аналогичная ситуация возникает и при рассмотрении 
работы передатчика, поскольку полное квантовостати- 
стическое описание ансамбля сигналов с помощью мат- 
рицы плотности еще не содержит однозначного ответа 
на вопрос о том, какие именно сигналы и с какими ве- 
роятностями посылаются. Все это говорит о существо- 
вании дополнительных «степеней свободы», по которым 
можно максимизировать количество передаваемой ин- 
формации, поэтому определение пропускной способности 
физического канала при квантовом рассмотрении долж- 
но существенно отличаться от шенноновского. 

Одним из первых к этим вопросам обратился англий- 
ский физик Д. Габор [2], применивший методы теории 
информации к задачам оптики с учетом корпускулярной 
природы света. В 1956 г. вышла книга Л. Бриллюэна 
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«Наука и теория информации». [21], сыгравшая боль- 
шую роль в постановке ряда важных вопросов и привле- 
чении внимания исследователей к проблеме синтеза ма- 
тематической теории информации с физикой. Особенно 
интенсивное развитие физические методы в теории пере- 
дачи сигналов получили в шестидесятые годы, отмечен- 
ные появлением большого числа работ как по принци- 
пиальным вопросам взаимосвязи физического и инфор- 
мационного содержаний понятия энтропии, так и по ме- 
тодам расчета систем связи в микроволновом и оптиче- 
ском диапазонах, вычислению пропускной способности 
физического канала при различных ограничениях, опре- 
делению оптимальных способов приема и т. д. 

Наряду с проникновением физических методов в тео- 
рию связи существует и обратный процесс — привлече- 
ние информационных понятий для решения некоторых. 
узловых вопросов теоретической физики. Этот процесс 
особенно ощутим в статистической термодинамике — 
разделе физической науки, наиболее тесно связанном 
с теорией информации. Прежде всего, здесь следует упо- 
мянуть знаменитую проблему «демона Максвелла» — 
воображаемого существа, способного сортировать моле- 
кулы газа по их энергиям и тем самым выводить газ из 
состояния теплового равновесия. Идея решения возникаю- 
щего при этом парадокса была указана еще в 1929 г. 
Л. Сцилардом [3] именно на пути установления взаимо- 
связи между информацией, получаемой «демоном», и 
энергией, которую он затрачивает. Заметим, что хотя 
в дальнейшем к этой проблеме возвращались многие 
исследователи, ее вряд ли можно считать решенной 
окончательно. Аналогичные вопросы возникают и во мно- 
гих других задачах обоснования статистической механи- 
ки, например, при рассмотрении парадокса Гиббса об 
энтропии смешения двух различных газов. 

Кроме того, по существу теоретико-информационный 
характер носит и обсуждение целого ряда вопросов тео- 
ретической физики, связанных с принципом причинности. 
Достаточно отметить, что понятие «сигнал» употребля- 
ется при выводе законов преобразования в специальной 
теории относительности, при обсуждении аномальной 
дисперсии в макроскопической электродинамике и во 
многих других задачах. 

В последнее время внимание физиков к проблемам 
передачи сигналов было привлечено в связи с развитием 
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корреляционных методов разрешения удаленных ис?бЧ- 
ников света, получивших название интерферометрии ин- 
тенсивностей [4]. Возникшие при этом вопросы оказа- 
лись тесно связанными с проблемой интерференции фо- 
тонов от независимых источников, с давних пор интере- 
совавшей многих физиков-теоретиков. 

К сожалению, кажущаяся легкость непосредственного 
переноса идей и понятий теории информации в физику, 
биологию и даже химию уже породила немало бездо- 
казательных и спекулятивных построений. Поэтому при 
написании книги автор старался ограничиться изложе- 
нием лишь тех результатов, которые получены с доста- 
точной для физика степенью математической строгости, 
хотя соблазн экстраполяций при прослеживании ряда 
аналогий здесь довольно велик. С другой стороны, при 
изложении некоторых вопросов поясняющим примерам 
отдавалось предпочтение перед строгими доказательст- 
вами, взамен которых приведены библиографические 
ссылки. | 

В первой главе рассматриваются наиболее общие со- 
отношения физической теории связи, а конкретные физи- 
ческие системы в роли материальных носителей сигна- 
лов обсуждаются лишь на правах примеров. Последую- 
щие три главы посвящены изложению квантовой теории 
переноса информации электромагнитным полем — сна- 
чала в одномерных каналах, затем — в трехмерном про- 
странстве. 


Глава | 


ЭНТРОПИЯ И ИНФОРМАЦИЯ 


1. Энтропия в статистической физике и теории связи 


Понятие энтропии играет исключительно важную 
роль в современном естественно-научном мировоззрении. 
Введенное сначала чисто аксиоматически и с чисто ути- 
литарной целью выяснения предельных возможностей 
тепловых машин, оно уже в первоначальном виде содер- 
жало свое главное свойство — быть мерой неопределен- 
ности или хаоса, открыв тем самым путь перехода от 
динамической картины мира к последовательно стати- 
стическому описанию природных процессов и явлений. 
Действительно, дифференциальное определение энтро- 
ПИИ *) 


2540/9 (1) 


связывает ее приращение с притоком тепла аб — поня- 
тием, еще со времен Бернулли и Ломоносова: неотдели- 
мым от представления о беспорядочном движении моле- 
кул. 

Позднее, при статистическом обосновании феномено- 
логической термодинамики с позиций молекулярно-кине- 
тической теории Больцманом была выбрана логарифми- 
ческая мера энтропии 


$11 5 Г(Е), (2) 


где 6Г(Е) — статистический вес или объем, занимаемый 
в фазовом пространстве системы состояниями с энергией 
Е. Это определение уже непосредственно устанавливает 
зависимость между физической энтропией и степенью 
неопределенности сведений о состоянии системы, заклю- 
ченных лишь в задании ее энергии; а логарифмический 


*) Всюду в дальнейшем под Ө понимается энергетическая тем- 
пература, что избавляет от введения постоянной Больцмана. 
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характер этой зависимости отвечает просто условию 
аддитивности энтропии при объединении нескольких не- 
зависимых подсистем в сложную систему и позволяет 
согласовать (2) с (1). 

При переходе от распределения с фиксированной 
энергией сложной системы (микроканонического) к ве- 
роятностному ансамблю состояний ее частей в фазовом 
пространстве координат 4; и импульсов р; формула 
Больцмана (2) приводит к выражению | 


5=— | 24ь р) а о(9, 29) [] 49:4 рь (3) 
составляющему вместе. с определением средней энергии 


В == | Е(9:, рг)(9:, р:) П 49: р; (4) 


основу классической статистики Гиббса. 

Теперь на время прервем экскурс в историю разви- 
тия статистической механики, предпринятый нами с 
целью выявления общности между различными аспекта- 
ми понятия энтропии, и вкратце проследим путь поисков 
меры количества информации, приведший к построению 
математической теории связи. 

В 1928 г. американский инженер Хартли [5] предло- 
жил считать мерой информативности сообщения или 
опыта логарифм числа его возможных исходов. При этом 
он опирался на соображения об аддитивности количест- 
ва информации, доставляемой ‘независимыми сообщения- 
ми, полностью подобные тем, которые привели Больц- 
мана к формуле (2). Показательно и то, что определение 
количества информации по Хартли предполагает 
равновероятность различных исходов опыта, а формула 
(2) определяет энтропию микроканонического распре- 
деления, в котором все состояния с фиксированной энер- 
гией системы равновероятны. Такая тесная параллель 
между физической энтропией и количеством информации 
едва ли может быть истолкована как формальная ана- 
логия —ее причина скорее заключена в том, что лога- 
рифмическая мера является наиболее естественной для 
количественной характеристики неопределенности, хаоса, 
незнания и поэтому неизбежна при статистическом опи- 
сании явлений — будь то природные процессы или сиг- 
налы, посылаемые человеком. 
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Применяя меру Хартли к длинным цепочкам незави- 
симых сообщений, нетрудно придти к шенноновскому 
определению количества информации подобно тому, как 
применение формулы (2) к большой совокупности оди- 
наковых подсистем приводит к (3) и позволяет опреде- 
лить энтропию канонического распределения Гиббса. 
Действительно, если в цепочке, состоящей из К симво- 
лов, і-й символ повторяется А; раз, то число различных 
цепочек такого сорта определяется из элементарной ком- 


бинаторики и равно в. Рассмотрение достаточно 


і 


длинных цепочек позволяет применить формулу Стир- 
линга Қ!ғ (К/е)К и записать хартлиевское количество 
информации в виде *) 


Сч. ү р № 


что согласуется с шенноновским определением информа- 
ции на символ для канала без помех 1=— УФ: по, 


1 

если отождествить относительные частоты А/К с априор- 
ными вероятностями 0; появления символов. Говоря бо- 
лее строго, отождествление упомянутых мер количества 
информации предполагает отбрасывание последователь- 
ностей, суммарная вероятность появления которых Для 
эргодического источника может быть сделана сколь 
угодно малой при увеличении К (см., например, [6]). 

Приведенное рассуждение почти в точности воспроиз- 
водит процедуру получения (3) из определения (2). не: 
значительно отличаясь от нее терминологически, а также 
тем, что обсуждавшиеся выше меры количества инфор- 
мации относятся здесь к дискретным символам, в то 
время как в (3) предполагается интегрирование по не- 
прерывным каноническим переменным. 

Однако предпочтение, которое отдает К. Шеннон рас- 
смотрению дискретных каналов и которое отмечалось 
еще Н. Винером [7], не носит принципиального характе- 


*) Применяя натуральные логарифмы, мы выражаем количество 
информации в натуральных единицах или нитах. В физической тео- 
рии эти единицы предпочтительнее бинарных (1 бит=1п 2 нит), по- 
скольку здесь приходится иметь дело еразу с двумя аспектами по- 
нятия энтропии. 
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ра, а вызвано вполне определенными потребностями тех- 
ники связи и теории дешифровки кодированных сообще- 
ний. При переходе же к непрерывным каналам без шу- 
мов шенноновское количество информации настолько 
тесно смыкается с энтропией классической статистики, 
что возникающие в обоих случаях логические трудно- 
сти носят совершенно одинаковый характер и, как мы 
увидим дальше, оказываются обусловленными общей 
причиной. 

В самом деле, физическая энтропия, определяемая 
интегралом (3) по непрерывным каноническим перемен- 
ным, не является безразмерной величиной, поэтому ее 
численное значение зависит от выбора системы единиц 
и определено лишь с точностью до аддитивной постоян- 
ной. С другой стороны, и в шенноновской теории переход 
от дискретной случайной величины х; к непрерывной х, 
осуществляемый путем введения шагового параметра е, 
плотности вероятности р(х) = (х;) /е и надлежащей за- 
мены суммирования интегрированием, приводит к выра- 
жению 


[= — | р(х) Іа р(х)ах — Іп, (6) 


в котором второе слагаемое при =е—>0 логарифмически 
расходится. Интеграл в правой части, подобно (3) зави- 
сящий от выбора масштаба, обычно называют дифферен- 
циальной энтропией непрерывного распределения. 

Разумеется, непосредственное использование этой ве- 
личины в качестве меры количества информации невоз- 
можно ввиду ее неоднозначности; так же, как и приме- 
нение определения (3) в статистической термодинамике, 
оно требует привлечения дополнительных предположе- 
ний. Однако различие целей, преследуемых теорией 
информации и физическими задачами, на определенном 
этапе продиктовало и различные пути для преодоления 
этой трудности. 

В шенноновской теории фактором, позволившим при- 
дать количеству информации при непрерывной передаче 
конечный однозначный смысл, является неизбежное при- 
сутствие хотя бы небольшого аддитивного шума, огра- 
ничивающего точность достоверного приема сигнала. 
В этой связи показательно замечание Н. Винера, особен- 
но отчетливо выразившее представление о непрерывном 
характере природы и той роли, которую играют шумы 
‚при передаче сообщений: «Одно значение мгновенного 
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напряжения, измеренное с точностью до одной десяти- 
триллионной, могло бы передать всю информацию, со- 
держащуюся в Британской энциклопедии, если бы толь- 
ко шумы в наших цепях не ограничивали точность изме- 
речия пределами порядка одной тысячной». 

Подобное ограничение точности наблюдений застав- 
ляет связывать количество информации в непрерывном 
случае не с дифференциальной, а с корреляционной 
энтропией, введение которой в известной мере равно- 
сильно приданию конечного значения шаговому пара- 
метру ев (6) и которая уже является инвариантной ве- 
личиной, не зависящей от выбора масштаба. 

В классической статистической механике неоднознач- 
ность энтропии частично устраняется теоремой Нернста, 
называемой иногда третьим началом термодинамики. 
Содержащееся в ней утверждение об одновременном 
обращении в нуль энтропии и температуры позволяет 
сделать определенной зависимость равновесной энтропии 
от температуры Ө и объема И, что оказывается достаточ- 
ным для решения большинства статистических задач, от- 
носящихся к гомогенным системам. 

Тем не менее, такой подход, хотя он и является пло- 
дотворным при решении широкого круга задач, еще не 
снимает полностью проблемы неоднозначности энтропии, 
которая получает окончательное решение лишь при пере- 
ходе к квантовой статистике. В отличие от классического 
представления о непрерывной фазовой траектории, опи- 
сывающей эволюцию состояния физической системы, при 
квантовом рассмотрении принцип неопределенности Гей- 
зенберга 

АдАр >2пй (7) 
устанавливает пределы, до которых две различные точ- 
ки фазового пространства еще можно сопоставить физи- 
чески различимым состояниям. Это обстоятельство уже 
в квазиклассическом приближении приводит к небходи- 
мости разбить фазовое пространство системы на ячейки 


объема (27%) (у — число степеней свободы), как это по- 
казано на рис. 1 (для линейного осциллятора), и помес- 
тить в каждой из ячеек лишь по одному состоянию. При 
этом 6Г(Е) в формуле Больцмана (2) заменяется крат- 
ностью вырождения соответствующего уровня энергии 


бп ^—6Г(Е„)/(2лф)’, интеграл (3) — суммой по дискрет- 


ным квантовым состояниям и физическая энтропия ста- 


`новится инвариантной величиной, что снимает большин- 
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ство противоречий классической статистической термоди- 
намики. | Ар | | 
Для примера обсудим в этой связи знаменитый пара- 
докс Гиббса, который в классической теории не получает 
решения и после привлечения теоремы Нернста. Суть 
парадокса состоит в том, что возрастание энтропии, про- 
исходящее при перемешивании равных количеств двух 
различных газов, находящихся в одинаковых условиях, 
равно произведению. суммар- 
ного. числа молекул на |[п2. 
Поскольку эта величина не 
зависит от свойств переме- 
шиваемых газов, напраши- 
вается вывод о применимости 
‚ полученного результата и к 
случаю смешения двух пор- 
ций одного и того же газа, 
хотя при этом никаких мак- фа: 
роскопических процессов за- . С нс 
ведомо не происходит. В дей- 
ствительности подобный вывод основан на типично клас- 
сическом интуитивном предположении о существовании 
некоего непрерывного параметра, полностью характери- 
зующего свойства молекулы газа (такого, как размер, 
масса и т. д.), плавным изменением которого можно 
сколь. угодно приблизить свойства газов друг к другу. 
На самом же деле даже и в том крайнем случае, когда 
рассматриваемые газы являются ядерными изомерами, 
т. е. ядра их атомов состоят из одинакового набора нук- 
лонов, неизбежное существование дискретного квантово- 
го числа, различающего молекулы этих газов, не остав- 
ляет места для упомянутого противоречия. 
Ситуация, совершенно аналогичная только что рас- 
смотренной нами, возникает и в шенноновской. теории 
связи при определении пропускной способности непре- 
рывного канала. Действительно, эта теория основывается 
на предположении, что при достаточно низком уровне 
помех можно с любой степенью достоверности различить 
Два сколь угодно близких между. собой сигнала, а это, 
в свою очередь, и приводит к неограниченному росту 
пропускной способности канала при уменьшении мощно- 
сти шума, отмечавшемуся нами во введении. С принци- 
пиальной точки зрения’ такой вывод представляется 
абсурдным, поскольку в конечном. счете не. посторонние 
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помехи, а именно фундаментальные законы природы 
устанавливают не преодолимые никакими техническими 
ухищрениями пределы точности измерений. 

Выход из этого затруднения с очевидностью следует 
из прослеженной нами выше параллели между мерой ко- 
личества информации и физической энтропией, получаю- 
щей последовательную трактовку лишь при квантовом 

описании. Он состоит в том, чтобы отождествлять сиг- 
налы не с абстрактными случайными функциями или на- 
борами чисел, как это делается в традиционной теории 
связи, а с квантовыми состояниями ‘некоторой физиче- 
ской системы — материального носителя информации, 
роль которой в конкретной ситуации могут играть поле 
излучения, любая твердая или жидкая среда ит. д. 

При этом следует обратить внимание на одно суще- 
ственное обстоятельство. Дело в том, что, обращаясь к 
волновой механике для преодоления трудностей, обус-. 
ловленных неоднозначностью энтропии непрерывного 
распределения, мы не должны забывать, что непрерывные 
величины не совсем чужды и квантовой теории. Таковы, 
например, пространственные координаты частиц, а ведь, 
казалось бы, передаваемая информация могла быть свя- 
зана и с их точными значениями. Однако и в приве- 
денном примере и во всех других подобных случаях ока- 
зывается, что состояния ограниченной в пространстве 
системы, отвечающие определенному значению непре- 
рывной физической величины, обладают бесконечной 
энергией и поэтому принципиально нереализуемы. Ука- 
занное обстоятельство тесно связано с тем фактом, что 
энергетический спектр замкнутой физической системы 
непременно дискретен, а максимальная энтропия при 
заданной средней энергии всегда конечна. Если бы это 
было не так, то тепловое. равновесие никогда не осуще- 
ствлялось бы в природе, а такой области науки, как ста- 
тистическая термодинамика, не существовало бы вооб- 
ще, и картина мира представлялась бы весьма стран- 
ной. *) 

Из сказанного ясно, что на пути привлечения кван- 
_товой теории к рассмотрению систем передачи информа: 


*) Конечность энтропии замкнутой системы при заданной энергии 
обусловлена ‘конечностью кратностей вырождения энергетических 
уровней, а она, в свою очередь, связана с отсутствием у гамильто- 
ниана такой системы элементов симметрии, образующих некомпакт- 
ную группу. 


г 


х 


ции можно ожидать преодоления логических трудностей 
шенноновской теории и выяснения ограничений, накла- 
дываемых законами природы на физические каналы свя- 
зи. Разумеется, выполнение этой программы в общем. 
случае не сводится к механическому перенесению в тео- 
рию информации методов и понятий квантовой статисти- 
ки, однако в квазиклассическом приближении некоторые 
предварительные оценки могут быть получены уже из 
довольно простых соображений. 

В качестве примера вычислим количество информа- 
ции, которое может содержаться в ансамбле состояний 
осциллятора с энергией, не превышающей Е, при соблю- 
дении условия Йо«Е (о — частота осциллятора). На 
рис. | показан эллиптический участок фазовой плоско- 
сти, отвечающий указанной области энергий, площадь 
которого равна 2лЕ/о. Поэтому при наших ограничениях 
может существовать примерно Е/Й® физически различи- 
мых состояний осциллятора, а количество информации 
не превысит величины порядка |пПЕ—|пйо. Приведен- 
ный пример интересен еще и тем, что позволяет прийти 
к выводу о конечности пропускной: способности волно- 
вого процесса при ограниченной энергии даже в отсутст- 
вие помех. Действительно, с помощью набора гармони- 
ческих осцилляторов можно представить электромагнит- 
ное, звуковое и другое возмущение, распространение ко- 
торого описывается линейным волновым ‘уравнением. 

Для того чтобы от приближенных оценок перейти 
к систематическому изложению физической теории ин- 
формации, сначала напомним некоторые особенности 
квантовостатистического описания физических состояний 
их эволюции при взаимодействиях тел и измерениях. 


э 


2. Матрица плотности ансамбля квантовых состояний 
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Перестройка физических представлений о мире, выз- 
чанная появлением квантовой механики, неразрывно свя- 
зана с понятием волновой функции, пришедшим на сме- 
ну убеждению в одновременной измеримости координат 
и скоростей любых частиц. Последовательное осмысле- 
ние идей квантовой теории сняло многие вопросы типа: 
«а обладает ли электрон на самом деле тем-то или тем- 
то», и привело к почти безоговорочному принятию той 
истины, что волновая функция способна содержать абсо- 
лютно все сведения, которыми можно располагать о со- 
стоянии физической системы. ь.вањан,., 


чаи чит ЧАИ 


іо 
2—520 22 (7. ах побит 
062 5 & неа. аав 


4 
і поданнэнны зазәд 
ЧИНЕ) 
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5х 


Однако очень Часто неизвестна и волновая функция, 
а состояние системы характеризуется какими-либо бо- 
лее скудными косвенными данными *). В подобных слу- 
чаях удобным, а пожалуй, и наиболее общим способом 
описания служит формализм матрицы плотности. 

Для начала рассмотрим простейшую из ситуаций, 
приводящих к понятию матрицы плотности. Пусть изве- 


стны вероятности @,, с которыми интересующая нас фи- 


зическая система может оказаться в состояниях с волно- 
выми функциями ф, (х) (здесь и в дальнейшем под х. 
или у,... мы будем понимать любой полный набор пере- 
менных, характеризующих состояние системы). Согласно 
принципам квантовой теории, если \(х) — волновая 
функция системы в представлении ‘физической перемен- 
ной (или набора) х, то вероятность обнаружить значе- 
ние х; этой переменной при измерении равна |%(х;) |?, 
поэтому соответствующее распределение для ансамбля, 
содержащего состояния ф, (х) с вероятностями 0}, сле- 
дует записать в виде 


о е0) (8) 


Если же нас интересуют вероятности значений ка- 
кой-либо другой переменной 9, то мы должны подей- 


ствовать на каждую из функций Ф, (х) унитарной мат- 


рицей О», осуществляющей переход от х-представления 
к 9-представлению, и записать: 


веран 0 (2 пење) 2А ға 
Р ГА : х, х! | | | | 
= Ў; Ор, „Оо — рав. . ОЖ у. (9) 


Введенная здесь матрица р»»х, как раз и представляет 
собой матрицу плотности, которая содержит исчерпыва- 
ющие. сведения о статистических свойствах ансамбля, по- 
скольку для нахождения вероятностей значений любой 
физической величины достаточно вычислить диагональ- 
ные элементы этой матрицы в соответствующем пред- 


*) Такие состояния обычно называют смешанными в отличие 
от чистых, обладающих волновой функцией. Т, 


1:8 


ставлении. Вообще говоря, набор состояний, составляю- 
щих ансамбль, может нумероваться и непрерывным ин- 
дексом, чему отвечала бы замена суммирования по # 
в (8) и (9) интегрированием; однако спектр собственных 
значений оператора каждой физической величины, допу- 
скающей непосредственное измерение, всегда дискретен. 
_ Существенно, что полнота статистического описания, 
содержащегося в матрице плотности, исключает возмож- 
ность на основании каких-либо физических измерений 
однозначно прийти к обратному выводу: какие именно 
чистые состояния и с какими вероятностями вошли 
в ансамбль. Напротив, в любом случае, когда состояние 
является смешанным, т. е. его матрица плотности Охх; 
не приводится к виду 1(х)1р* (х), заведомо существует 


несколько различных наборов ф, (х), из когорых можно 


составить это состояние. Например, из двух различных 
пар волновых функций (с), ф2(0); фи (д), рә (о) над 
значениями проекций спина электрона с= +-!/, записан- 
ных в виде столбцов 


УЗ УЗ 
2 А 2 І 20 
Ф: = 1 9 Ф == 1 у *=(.). =(1). 


можно составить одну и ту же матрицу плотности, взяв 
их с вероятностями соответственно 1/5, 1/5 и 3/1, 1/,: 


ЕЛА З ИЗ: 250 
АРИЗ ог УЗ Я ОЕ Е а 
АГУ 749 я та р | 
3 10 14 ОХО | 
= —_ 7 та о Е 10 
4 Е 2) + 4 а и 


Лишь в том случае, если потребовать взаимной ‚орто- 
гональности функций ф,(х), разложение и = Уф, (х) >< 
| Е | 


< ф(х) становится однозначным, а вероятности 0, при- 
обретают смысл собственных значений матрицы плотно- 
сти. В частности, в примере (10) такой единственный на- 
бор образуют функции 11(6) и Ф (о), а ф:(с) и Ф (о) 
взаимно неортогональны. | | 
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Однако в задачах физической теории связи довольно 
обычной является ситуация, когда волновые функции со- 
стояний-сигналов взаимно неортогональны или даже не 
образуют полного набора. С другой стороны, в этом слу- 
чае набор состояний, используемых при передаче, обычно 


‚ известен заранее, поэтому необходимость в варьировании 


состояний ф, (х) при заданной матрице плотности их 
ансамбля возникает лишь в некоторых задачах оптими- 
зации работы передатчика. 

Записывая распределение вероятности значений не- 
которой физической величины х через диагональные эле- 


менты рхх матрицы плотности, можно ввести понятие 
энтропии опыта 


ЗЕ = — У) Рах Ш рал, (11) 


характеризующее априорную неопределенность резуль- 
татов измерения переменной х. Разумеется, она будет 
различной для величин, изображаемых некоммути- 
рующими между собой операторами, а для переменной, 
в представлении которой ‘матрица плотности диагональ- 
на, энтропия опыта достигает минимума и может быть 
записана в форме 


$=— Ур, ши = — Ур, (шо, = — Эрршь, (12) 
Е 


ху! 


где р, — собственные значения матрицы плотности, (Іпр),,, — 
матрица, коммутирующая с р,, и имеющая собственные 
значения (Іп р), =1пр,, а символ 5р означает суммирование 


по диагональным элементам. Поскольку такое суммиро- 
вание приводит к одинаковому результату независимо 
от представления, в котором записаны операторы, выра- 
жение (12) является инвариантным по отношению к уни- 
тарным преобразованиям. 

Определяемая соотношением (12) величина $ была 
введена фон Нейманом [8] и называется энтропией кван- 
товостатистического ансамбля. Разумеется, как энтропия 
любого опыта $, так и $ положительно определены. 
Кроме того, из предыдущих рассуждений следует не- 
равенство 

5х 25, | (13) 


‚ составляющее содержание леммы Клейна (см. [9]). По- 


казательно, что $, может быть отличной от нуля и для 
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Е -- р ний вн одел о ЛЫ ими а ео = 


чистого состояния, когда 5 =0. Это обстоятельство ради- 
кально отличает квантовую статистику от классической, 
в которой определенность состояния системы диктует 
точно заданные значения и всем существенным ее пере- 
менным. 

Рассмотрим еще одну ситуацию, приводящую к опи- 
санию состояния физической системы при помощи мат- 
рицы плотности. Дело в том, что на практике очень ча- 
сто все сведения, которыми располагает наблюдатель, 
заключены в знании макроскопических значений каких- 
либо величин <6һ2>, которые можно интерпретировать 
как квантовомеханические средние от соответствующих 
операторов: | 


<5%> = У 0р = р б, (14) 


Р — 
где 60 — собственные значения бъ. В этом случае тоже 


можно прийти к описанию состояния в формализме мат- 
рицы плотности, если привлечь принцип максимального 
незнания (еѕіпїогтаііоп), сформулированный Эльзас- 
сером [10] и сводящийся к требованию, чтобы такому со- 
стоянию был поставлен в соответствие оператор плотно- 


А4 
АНЯ им 


сти о, обеспечивающий максимум энтропии $ = 
—— рр шр при условиях (14) и нормировке 


Ѕрр = 1. (15) 


Этот подход приводит к типичной вариационной изо- 
периметрической задаче, для решения которой удобно 
воспользоваться уравнением с неопределенными множи- 
телями Лагранжа. Для этого сначала вычислим произ- 
водную от энтропии по элементам матрицы плотности 
бт» В каком-либо представлении. Непосредственно из 
(12) легко записать 


ПЭ 7128 КІЯ фт (Іп р) 
ГРЕЕТ (п 0) т ), "1 грис, 
РІ 


При вычислении второго слагаемого в этом выражении 
предположим, что нам известна унитарная матрица И»., 
приводящая ры и (1пр)ы к диагональному виду. Тогда 


(Іп 6) 1 == Э И. [п 2 д Оз, 
$ ,] 
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А 


А, 


откуда в результате несложных выкладок получим 


Производные 4<6»>/40т» вычисляются без труда, по- 
сле чего можно записать уравнение для матрицы плот- 
ности, удовлетворяющей сформулированным требова- 
НИЯМ: 


(прил == би» — У) В, (17) 
А 


где у и В» — неопределенные множители Лагранжа, ко- 
торые следует определить из условия (14) и нормировки 
(15). 

Для нахождения явного вида матрицы плотности с 
помощью уравнения (17) достаточно привести правую 
часть к диагональному виду и воспользоваться соотно- 
шением (]по)ш= Іп ож. Эта процедура может оказаться 


далеко не тривальной, если операторы ёе не коммути- 
руют между собой, в противном же случае она обычно 
не представляет труда. Например, если фиксирована 
лишь средняя энергия системы <Е>, то матрица плот- 
ности в энергетическом представлении 

отп = СОПЗе “би (18) 
есть просто распределение Гиббса, а множитель В имеет 
смысл обратной температуры Ө-!. Задавая дополнитель- 
но к средней энергии значения каких-либо других пара- 
метров, мы пришли бы к описанию того или иного нерав- 
новесного состояния рассматриваемой системы. 

Полезно проследить, какие ограничения накладывают 
квантовые принципы неопределенности на уравнение 
(17) и его допустимые решения. Дело в том, что систе- 
ма соотношений для определения множителей В», полу- 
чаемая подстановкой решения этого уравнения в условия 
(14), может оказаться несовместной, если эти условия 
содержат больше сведений о состоянии системы, чем 
позволяет иметь квантовая механика. Например, если · 
задать средние значения координаты <9>, импульса 
<р> частицы и их средние квадраты <>, <р?>, то 
при достаточно малых значениях дисперсий 0% = 
—=<0®>—<49>? и 02,=<р>—<р>>?* всем четырем 
условиям сразу удовлетворить не удастся. 

Указанное обстоятельство позволяет развить и об- 
ратный подход — исследование области совместности 
уравнений для множителей В» с целью нахождения обоб- 
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щенных соотношений неопределенности для самых. раз- 
нообразных переменных. В частности, подобное рассмот- 


рение гармонического осциллятора позволило Ингардену 


[11] связать значения дисперсий координаты и импульса 
с корреляцией между ними неравенством 


сор — 2? > }?/4, | в (19) 
где = <«9р- м>-—<949> <р>. При ==0 (19) 


автоматически приводит к соотношению Гейзенберга (7). 


Рассмотрение свойств матрицы плотности было бы 
неполным без упоминания ее зависимости от времени. 
В первоначальной формулировке квантовой механики, 
предложенной Шредингером, временная эволюция вол- 
новой функции описывается уравнением | 


1 (09/0) =, - (20) 


а операторы физических величин от времени не зависят. 
Поэтому для оператора плотности из определения (10) 
в шредингеровском. представлении следует уравнение 


— № (02/09) = р — Ер=[ь, Ё], 1) 
символическое решение которого можно записать в виде 
6) = ехр С > в) 900) ехр бэ В). (99) 


Таким образом, переход от одного момента времени к 
‚ другому эквивалентен преобразованию матрицы плотно- 


сти посредством унитарного оператора ехр (Е р). Отсю- 


да, в частности, следует, что энтропия замкнутой систе- 
мы, определяемая выражением (12), со временем не из: 
меняется, поскольку она является инвариантом унитар- 
ного преобразования. мг | 
· В отличие от шредингеровского, в представлении Гей- 
зенберга с течением времени преобразуются операторы 
физических величин, а матрица плотности остается не- 
изменной. 7 | га | 
Во многих задачах, где рассматривается взаимодей- 
ствие между системами, часто бывает удобно принять 
компромиссное решение, лишь частично распространяя 
временную эволюцию на ‘физические операторы, а ча- 
стично — относя ее к волновой ‘функции. Такой способ 
описания называется представлением взаимодействия, а 
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а атте тттеронмтечетнретннине 


оператор плотности в этом случае преобразуется по фор- 
муле 
е: т | 
0(#) = Техр = | 74 (0) ехр = 4], (23) 
| 0 0 
где Г — оператор энергии взаимодействия, а Т — символ 
хронологического упорядочения. 

Для наших дальнейших целей весьма существенно то 
обстоятельство, что если в некоторый начальный момент 
времени состояния систем были статистически независи- 
мы и матрица плотности сложной системы рохухли, (0) 
распадалась на произведение рх, (0) Хр, (0), то в ре- 
зультате взаимодействия ситуация может измениться. 
При этом совместное распределение вероятностей 0, 
любых величин х и у, относящихся к разным системам, 
дается диагональными по обеим парам переменных эле- 
ментами матрицы плотности Юхуху и тоже теперь не 
представляется в виде произведения у. 


В свою очередь, безусловные распределения 0; = 
501. 53 Фу = 1х, у Можно получить обычным образом 


у х 
С ПОМОЩЬЮ матриц плотности подсистем 
пу Эв: 
рех РЎ: УУ Ри, х0 ==(5рџр),, (24) 
5 


(2) ый 
Ру! пу 7 Оху, ху’ ^— (5р 0) уи 
х 


. ; са —^ ач 
Наряду с энтропией сложной системы $ == —$р р Іпр можно 
ввести энтропии подсистем 5; == — 5р р, 10 р, и $, = — 5рр,Х 


Іар, связанные неравенством | 
9.55229, | (25) 
где строгое равенство достигается лишь в случае стати- 


стической независимости. Доказательство этого неравен- 
ства [12] нетрудно получить, если записать оператор 


плотности всей системы о В представлении, диагонализи- 


рующем р; и р», а затем воспользоваться леммой Клейна 
(13) и неотрицательностью корреляционной энтропии 
двух параметров $(х) +$(и)—5 (х, у) в шенноновской 
теории. 
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Одним из важных следствий неравенства (25) явля- 
ется тот факт, что в результате взаимодействия двух 
статистически независимых систем сумма их энтропий 
может возрасти. В частности, если при 1—0 они находи- 
лись в чистых состояниях, то полная энтропия $=0 не 
изменится, а $1 и 5, станут отличными от нуля. Таким 
образом, после столкновения каждая из частей в отдель- 
ности окажется в смешанном состоянии, хотя состоящая 
ИЗ них сложная система будет по-прежнему обладать 
волновой функцией. Приведенный пример имеет весьма 
важное значение для правильного понимания природы 
необратимых процессов и представляет собой еще одну. 
типичную ситуацию, в которой введение матрицы плот- 
ности необходимо. 

Представленный в этом параграфе материал в зави- 
симости от уровня подготовки читателя мог показаться 
утомительным, либо излишним; однако его отсутствие 
или замена ссылками на разнородные источники сильно 
затруднило бы последующее изложение. 


3. Физическое измерение и мера количества 
информации 


На рис. 2 изображена схема идеализированного фи- 
зического канала связи. Отличие этой схемы от тради- 
ционной шенноновской состоит в отсутствии помех и в 
своеобразии квантовомеханического подхода к описанию 
сигнала, передатчика и приемника. 

ачнем с рассмотрения 
работы передатчика. Как — 
уже отмечалось выше, его | Передатчик 
роль состоит в том, чтобы 
создавать состояния матери- Рис. 2 
ального носителя информа- 
ции (МНИ), однозначно связанные с сигналами-сообще- 
Ниями, поставляемыми источником информации. Учиты- 
вая последнее обстоятельство, в дальнейшем для крат- 
кости мы часто будем называть сигналами сами эти 
состояния. На практике передатчик обычно включаетв се- 
бя генератор, создающий «заготовку» сигнала, и моду- 
лирующее устройство, непосредственно связывающие 
посылаемое сообщение с состоянием МНИ. Так, напри- 
мер, происходит при любом способе радиопередачи, ког- 
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Придор – 
приемник 


да монохроматический сигнал от генератора подверга- 
ется амплитудной или фазовой модуляции; при написа- 
нии письма его автор выступает в роли модулятора по 
отношению к листу бумаги и авторучке, генерируемым 
фабрикой канцелярских товаров, и т. д. | 

‘Однако обсуждение и детальная классификация раз- 
личных способов посылки сигналов увели бы нас слиш- 
ком далеко в сторону от проблем физической теории 
связи: даже вся радиоэлектроника составила бы лишь 
важный, но частный случай — поэтому чаще всего мы 
будем отвлекаться от подробностей такого рода, забо- 
тясь лишь о принципиальной осуществимости интересу- 
ющих нас состояний. 


Сначала рассмотрим случай, когда сигналы, посылае- 
мые с вероятностями &,, могут быть описаны волновыми 


функциями $,(х), где по-прежнему под х подразумевается 


любой полный набор переменных МНИ. Под приемни- 
ком же будем понимать измерительный прибор в смыс- 
ле фон Неймана, осуществляющий редукцию волновой 
функции или матрицы плотности системы к состояниям 
с определенными значениями измеряемого набора х. 


Вероятности такой редукции в соответствии с форму- 
лами предыдущего параграфа равны |ф,(х) |+ для каждого 
из сигналов в отдельности и >, ®, | $,(х) |= рхх для их ан- 


Е 
самбля. 


Счастливым обстоятельством для физической теории 
связи оказалось то, что математически рассматриваемая 
схема полностью эквивалентна дискретному каналу при 
наличии помех, подробно исследованному Шенноном, хо- 
тя и с совершенно иными целями. Действительно, зна- 


чение рхх можно интерпретировать как априорную ве- 
(бе | 


роятность х-го символа на выходе, р, == |9()[? — 
как условную вероятность 0 (х |5), а дискретность значе- 
ний набора х гарантируется требованиями физической 
осуществимости редуцированного состояния, обсуждав- 
шимися нами ранее. Принципиальная разница между 
этими подходами, заключающаяся в том, что в шеннонов- 
ской теории неоднозначность связи между входными и 
выходными параметрами канала обусловлена внешними 
причинами, а в нашей модели — квантовой неопределен- 
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ностью измерения, в данном случав никак не сказываеќї- 
ся на формальной стороне дела, поэтому можно сразу 
записать выражение для количества информации в ви- 
де [34, 14, 17]: 


Тк — Урра Ш рь -- У в, Ура р, (26) 
55 Е 5 


Разумеется, к этому определению меры информации 
квантового канала в полной степени приложимы все вы- 
воды теории Шеннона, в частности, теорема о возможно: 
сти безошибочного приема в среднем ехр(/) символов 
на посылку при достаточно длительной передаче. 

`Предположим сначала, что все состояния ф. (х), 
используемые для передачи, взаимно ортогональны, т. е. 
отвечают определенным значениям некоторого полного 


набора Е. В простейшем случае, когда Е и # коммути- 
руют между собой, их собственные функции и собствен- 
ные значения могут отличаться лишь порядком нуме- 
рации, поэтому вход и выход канала оказываются жест- 
ко связаны между собой. При этом &(х|Е) = бк» а ко- 


личество информации совпадает с энтропией ансамб- 
ля: 


1=— Ум, ши, =5. = (97) 
З 


Если же [х, 520, то переходные вероятности &(х |&) = 
==. обеспечивают неотрицательность второго члена в 


правой части формулы (26) (будучи взята с обратным 
знаком, эта величина обычно называется ненадежностью 
канала), что после применения формул Байеса [15] для 
обратных условных вероятностей 


(Е х) = в, (х |8) / У, (х |) (28) 


позволяет прийти к неравенству /<$5. 

Таким образом, некоммутативность входных перемен- 
ных с выходными уменьшает количество передаваемой 
информации и в этом смысле эквивалентна наличию 
в канале помех [12]. Заметим, что в рассмотренном слу- 
чае, когда волновые функции посылаемых сигналов 
взаимно ортогональны, условия их физической осущест- 
вимости и осуществимости состояний, создаваемых при- 


27 


вмником при редукции, обеспечивают дискретность зна* 
чений обоих наборов параметров хи &. 

Однако в отношении переменных, нумерующих сиг-. 
налы передатчика, ситуация может оказаться иной, если 
соответствующие волновые функции неортогональны. 
Например, минимизирующие соотношение неопределен- 
ности волновые пакеты свободной частицы 


(>) = С.ехр [-—(х — 8/4], (29) 


нумеруемые непрерывными параметрами Кеб, Пиё, не 
только принципиально осуществимы, но и довольно ча- 
сто используются в различных теоретических и приклад- 
ных работах. Тем не менее, эти состояния взаимно не- 
ортогональны: 


(СО, (к) ах = сопзкехр(—18 —# 185), (80) 
что позволяет составлять непрерывные ансамбли 
рые = ЭР), (31) 


обладающие конечными значениями энтропии и средней 
энергии. Разумеется, набор значений любой переменной, 
допускающий прямое измерение, и в этом случае непре- 
менно дискретен. 

Позже мы еще будем неоднократно сталкиваться 
с подобной ситуацией на конкретных примерах, а сейчас 
обратимся к проблеме оптимизации приема сигналов. 
Суть проблемы состоит в том, чтобы среди всевозмож- 
ных полных наборов х, подвергаемых измерению, вы- 
брать такой, который при заданной совокупности сигна- 
лов и вероятностей их посылки обеспечил бы максималь- 
ность количества информации (26). Такая постановка 
специфична именно для квантового подхода и обуслов- 
лена невоспроизводимостью прямого измерения: если мы 
точно измерили скорость частицы, то уже бесполезно 
предпринимать что-либо для локализации области про- 
странства, в которой она находилась. 

Легко заметить, что решение поставленной проблемы 
тривиально и следует из формулы (27), если состояния- 
сигналы образуют ортогональный набор — для опти- 
мального приема достаточно измерять переменные, ком- 
мутирующие со входными. В противном же случае об- 
щий ответ до сих пор не найден, а кажущееся на первый 
взгляд естественным предположение о том, что в каж- 
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Дом случае следует производить измерение величин, ком- 
мутирующих с оператором плотности ансамбля сигна- 
лов, легко опровергается примерами. В самом деле, 
можно построить совокупность физически различимых 
(в вероятностном смысле) взаимно неортогональных чи- 
стых состояний, все квадраты модулей волновых функ- 
ций которых в представлении, диагонализирующем оле 
ратор плотности их ансамбля, одинаковы. Таковы, на- 
пример, спиновые функции $! (0) и $2(0) в примере (10) 
из $ 2. 

Воспользуемся этим примером в качестве иллюстра- 
ции к проблеме оптимального приема. Если ограничить- 
ся областью действительных спиновых функций, то лю- 
бой полный ортогональный набор можно изобразить 


столбцами 
( С05 а ), ( в (32) 
Зо , —с05 а 


где а — произвольный параметр, значения которого за- 
ключены в интервале (0, л). Используя (32) в качестве 
собственных функций измеряемой величины, найдем пе- 
реходные вероятности 


2 г) = іп (+ т! 100 (>| 2) == $1: СЕ =. 


== со" (а + 3), (33) 


откуда, по-прежнему принимая вероятности посылки сиг- 


налов $1(0) и $2(0) равными соответственно 1/2 и 1/9, 
запишем 


ва Га 4-23? а) ш та» ива ) + 
-- (1-22 сов? а) 1а (++ со? |+ 
+-- [соз* С Р за сов («— =. 4 зи (е Е 3) У 
Ж 1а зи (а — Ее | соѕ? (6+5) п соѕ? (+ =) 
-ѕіпа (2-- № Іа ѕіп (+ 3): (34) 


Максимизируя количество информации (34) по ‘па- 
раметру а, найдем, что этот максимум І равен 1п 2—0,246 
и достигается при а= л/4. Нетрудно убедиться и в том, 
что в приведенном примере /љах не превышает энтро- 
пии ансамбля. 

В более сложных ситуациях отыскание набора вы- 
ходных переменных, максимизирующего ‘количество 
информации, приводит к вариационной задаче, решение 
которой сопряжено со значительными математическими 
трудностями. Поэтому на практике обычно ограничива- 
ются сравнением информационной эффективности не- 
скольких различных способов приема, выбирая среди них 
наилучший. В дальнейшем мы увидим, что такой упро- 
щенный подход к проблеме оптимизации приемника во 
многих важных случаях дает хорошие результаты. 

С другой стороны, в приложениях, связанных с оцен- 
кой параметров, задачами обнаружения и т. д., иногда 
бывает выгодно считать критерием оптимальности прие- 
ма не количество информации, а какой-либо более про- 
стой функционал; например, во многих задачах оценки 
параметров таким критерием является минимальность 
среднеквадратичной ошибки. В этих случаях решение 
проблемы оптимизации сильно упрощается, однако из- 
ложение соответствующих результатов не входит в наши 
цели; читатель может найти их, например, в работе Хел- 
строма [16]. 

Сама постановка вопроса может показаться наду- 
манной. В самом деле, если ортогональный набор сигна- 
лов способен обеспечить передачу количества информа- 
ции, совпадающего с энтропией ансамбля, то зачем же 
привлекать неортогональные совокупности? В действи- 
тельности дело обстоит гораздо сложнее. Во-первых, не- 
ортогональность набора посылаемых сигналов часто дик- 
туется свойствами реального передатчика. Во-вторых, 
что более важно < принципиальной точки зрения, ортого- 
нальный набор может оказаться далеко не наилучшим, 
если между передачей сигнала и измерением происходит 
взаимодействие МНИ с какими-либо посторонними объ- 
ектами — в дальнейшем мы еще не раз столкнемся «с п0- 
добной ситуацией. . 


РНаконец, обсудим случай, когда сигналы описываются 
не волновыми функциями $,(х), а операторами плотности 


г 


(Е) экг 
®. Это одновременно и более общий. ‘подход, содер- 
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жащий предыдущее рассмотрение как частный случай, 
и более близкий к реальности, поскольку любой пере- 
датчик обычно обладает собственными шумами и поэто- 
му способен создавать лишь смешанные состояния МНИ. 
_ В этом случае весьма полезным оказывается понятие 
дефекта энтропии 9, введенное Левитиным [17] и опре- 
деляемое формулой 


$ = — Зрршр-- Уо, 8р0 120%), (35) 
Е К 
где р = У, — оператор плотности ансамбля сигналов. 
Е 


Нетрудно видеть, что 9) имеет смысл количества инфор- 


мации лишь в том случае, когда все р® коммутируют. 


между собой и с параметрами, измеряемыми в процессе 
приема. Если же это не так, то величина Ф при опреде- 
лении количества информации для квантового канала 
играет вспомогательную, но весьма важную роль, по- 
скольку удовлетворяет неравенству [17] 


< 9%. Е (36) 


Разумеется, для определения количества информации 


по-прежнему можно пользоваться формулой (26), по- 
(5) 


нимая теперь под р,,, матрицы плотности не только 
чистых, но и смешанных состояний-сигналов. 

Если применить (36) к ансамблю чистых состояний, 
то второе слагаемое обращается в нуль и мы приходим 
к неравенству /.< 5, выполнение которого уже не требу- 
ет непременной ортогональности состояний ф(х). 


Наряду с количеством информации /(х), извлекае- 
мым из сигналов при заданном способе измерений, мож- 
но ввести [17] абсолютное количество информации для 
ансамбля, определив его как точную верхнюю границу 
|. по всевозможным полным наборам переменных: [= 
— 9ир,„/,. - м ры 
_. Естественно, что задача отыскания такого набора и 
вычисления / в общем случае еще сложнее, чем при 
рассмотрении лишь чистых состояний, поэтому во мно- 
гих оценочных расчетах и некоторых доказательствах 
удобнее вместо нее рассматривать дефект энтропии 9), 
поскольку для его вычисления не надо варьировать на- 
бор измеряемых переменных. 


3] 


При определении пропускной способности квантового 
канала будем считать, что матрица плотности ансамбля 
посылаемых сигналов фиксирована, а сами эти сигналы- 


состояния р® вместе с вероятностями их посылки ®; и 


способ их приема могут варьировать. Если же задана 
не сама матрица плотности, а какие-либо макроограни- 
чения на ансамбль сигналов, например, средняя энергия 
или средняя мощность, то мы снова приходим еще и 
к задаче на максимум при заданных средних. 

Учитывая сказанное, определим пропускную способ- 
ность физического канала передачи информации с по- 
мощью формулы 

— 71 
Сер 1900, ву" 
где т — интервал времени между посылками сигналов, 
а І. — количество информации по формуле (26). 

Применительно к обсуждаемой здесь модели идеали- 
зированного канала решение задачи на ѕиргетит по 
процедуре приема и по способу передачи очевидно. В са- 
мом деле, достаточно составить ансамбль из чистых 
ортогональных состояний-сигналов и вести прием путем 
измерения набора переменных, коммутирующих с опера- 
тором плотности ансамбля, как мы достигнем равенства 
]=$. Следовательно, | 


Ото. (38) 


Для примера обсудим вопрос о пропускной способ- 
ности корпускулярного канала, когда информация пере- 
носится потоком нерелятивистских частиц, движущихся 
в одном направлении с энергиями в интервале (е, 8+ 
Да). 

Сначала рассмотрим случай, когда для передачи ис- 
пользуется всего одна частица. Если время передачи т, 
то ансамбль возможных сигналов будет характеризо- 
ваться пространственной неопределенностью положения 
частицы [= И 9%/т и разбросом импульса Ар= 
д2 Ле т/2е. Эти условия ограничивают фазовый объем 
АГ=ГАр с числом состояний | 

р(е, Де, т) = тЛг/2тћ, (39) 
которое оказывается не зависящим от энергии ғ. Заме- 
тим, что эта формула носит оценочный характер и спра- 
ведлива лишь при 21, поэтому устремлять в ней Де 
Зо 2 


(37) 


к нулю нельзя. Максимальной энтропии соответствует 
равновероятность всех этих состояний, поэтому при на- 
ших допущениях потенциально может быть передана 
информация’ 


[=5$ = шо = 10 Ле /2тф. 040) 


Показательно, что с увеличением времени передачи бу- 
дет безгранично расти и количество переданной инфор- 
мации, в то время как пропускная способность С=т 1$ 
устремится к нулю. 

Если же в передаче участвует М частиц, то число со- 
стояний (39) следует возвести в М№-ю степень и снабдить 
множителем (М№)-', учитывающим неразличимость ча- 
стиц, что дает | 
| Г = № ШлДе/2жр, — 1а М! (41) 


Для непрерывного потока с заданной интенсивностью 
п= М/х в пределе при то заменой М! == (М/е)М получим 
следующую формулу для пропускной способности кор- 
пускулярного канала: 

С = піп Деге [2тф п. (42) 


Любопытно, что с увеличением интенсивности потока 
пропускная способность растет медленнее, нежели по ли- 
нейному закону. При слишком больших значениях и за 
счет эффектов квантового вырождения этот закон станет 
иным и даже различным в зависимости от того, бозе- 
или ферми-статистике подчиняются частицы. Однако эта 
экзотическая возможность едва ли представляет сколь- 
ко-нибудь серьезный практический интерес и поэтому 
в ее изучение мы сейчас углубляться не будем. 

На первый взгляд может показаться странным, что 
в формулу для пропускной способности не вошла ни 
средняя скорость (или энергия) частиц, ни расстояние 
от передатчика до приемника. В действительности же 
при непрерывной передаче в идеальном канале это впол- 
не естественно, так как здесь совершенно неважно, 
сколько времени провели частицы в пути, лишь бы ин- 
формация об их скорости и времени вылета из передат- 
чика была доставлена без потерь. Разумеется, на прак- 
тике срочность доставки информации имеет первостепен- 
ное значение, однако подобные проблемы выходят за 
рамки нашего рассмотрения. | 

Приведем численную оценку с единственной целью— 
‘показать, насколько реальные устройства еще далеки от 
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пределов, диктуемых принципами квантовой теории. По- 
ток электронов с теми же параметрами, что и луч в труб- 
ке осциллографа (п=6,25. 1012 с-!, Ле=1,4.10-18 эрг) по- 
тенциально обладает колоссальной пропускной способ- 
ностью в 2.10' бит/с. Для сравнения укажем, что вся 
информация, накопленная к настоящему времени чело- 
вечеством, оценивается примерно в 10! двоичных единиц, 

Технике будущего предстоит еще огромный путь 
в исследовании принципов генерации, модуляции и де- 
тектирования корпускулярных пучков, прежде чем мы 
сможем хоть сколько-нибудь приблизиться к этому пре- 
делу. Геория и практика связи с помощью электромаг- 
НИТНЫХ ВОЛН в этом смысле ушла значительно дальше 
вперед, хотя и там еще существуют немалые резервы. 


4. Обобщенный физический канал связи 


Мысленно обозревая различные системы связи, не- 
трудно убедиться, что рассмотренная в предыдущем па- 
раграфе абстрактная схема идеализированного канала 
не только не исчерпывает всего их многообразия, но и 
едва ли вообще может быть реализована в чистом виде. 
В самом деле, влияние посторонних объектов на состоя- 
ние МНИ в промежутке между передачей и приемом 
сигнала удалось бы исключить разве что в случае, когда 
передатчик и прибор-приемник находятся в непосредст- 
венной близости один от другого, однако практическая 
ценность подобной «системы связи» невелика. Напротив, 
к моменту приема сигнал обычно успевает испытать мас- 
су самых разнообразных воздействий, из которых лишь 
немногие удается проконтролировать. Например, при про- 
хождении лазерного луча через атмосферу часть энергии 
посланного сигнала рассеивается на случайных неодно- 
родностях, а взамен нее из окружающего пространства 
на приемник попадает тепловое излучение. Аналогичные 
процессы происходят и в волноводе, поскольку материал 
его стенок обычно обладает конечной проводимостью и 
бывает нагрет до определенной температуры. Если же 
сигналами служат те или иные устойчивые материаль- 
ные структуры, то с течением времени они частично раз- 
рушаются уже за счет теплового движения, не говоря 
уже о более грубых механических, химических или ка- 
ких-либо других воздействиях. | 
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Все это заставляет расширить принципиальную сх6- 
му физического канала передачи информации, включив 
в нее источник посторонних шумов и искажений, как по- 
казано на рис. 3. Можно убедиться, что по крайней мере 
в принципе в эту схему уже укладывается практически 
все многообразие ситуаций, способных возникнуть при 
рассмотрении физических каналов связи. Действительно, 


Передатчик МНИ Приемник | 


И 


Вза имодедстбвие и 


/ 


А 
Источник 
шумов 


Рис. 3 


под источником шумов и искажений можно понимать 
сложную «систему с произвольным числом степеней сво- 
боды, включающую все те объекты, влияние которых 
на сигнал в процессе его распространения существенно. 
В свою очередь, описание исходного состояния этой «и- 
стемы с помощью матрицы плотности позволяет полно- 
стью учесть все статистические особенности источников 
помех, а варьируя характер ее взаимодействия с МНИ, 
можно перебрать все мыслимые виды воздействия на 
полезный сигнал. 

Отметим еще одну существенную возможность. Дело 
в том, что на практике чрезвычайно редко удается реа- 
лизовать в чистом виде измерительный прибор, осущест- 
вляющий полную редукцию состояний испытуемого объ- 
екта. Значительно чаще приходится иметь дело с косвен- 
ным измерением, когда интересующий наблюдателя 
объект сначала взаимодействует с некоторой промежу- 
точной физической системой, роль которой могут играть 
входной преобразователь или чувствительный элемент 
прибора; после чего полной редукции подвергаются со- 
стояния именно этой системы. Схематически описанная 
ситуация изображена на рис. 4. 

Нетрудно заметить, что эта схема отличается от изо- 
браженной на рис. 3, кроме разницы в названиях, лишь 
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выбором объекта для измерения между МНИ и внешней 
системой, с которой он взаимодействовал. Поэтому воз- 
можность косвенного измерения в физическом канале 
может быть учтена и непосредственно на рис. 3, что по- 
казано пунктирной линией. 

Однако, как будет видно из дальнейшего, в резуль- 
тате взаимодействия МНИ с какой-либо внешней систе- 
мой они становятся в известном смысле равноправными, 
поскольку оба несут на себе отпечаток посланного сиг- 


Объект 


Взаимодействие 


Чувстви- 
тельный 
элемент 


Рис. 4 


нала. По этой причине мы для определенности пока бу- 
дем связывать прием сигнала непосредственно с измере- 
нием параметров МНИ, а специфические особенности 
косвенных измерений обсудим отдельно несколько 
позже. 

Разумеется, сколько-нибудь детальные сведения о свой- 
ствах канала, о его пропускной способности, о наилуч- 
ших способах приема и т. д. могут быть получены лишь 
из рассмотрения конкретных физических моделей, одна- 
ко к некоторым любопытным выводам можно прийти 
уже на основании довольно общих соображений. 

Итак, пусть передатчик с вероятностями &, посылает 
сигналы-состояния МНИ, характеризуемые матрицами о 
плотности. В частности, это могут быть и чистые со-. 
стояния, тогда 


ори (х). (43) 

Если ИСТОЧНИК шумов независим от сигнала, а его 
статистические свойства характеризуются матрицей плот- 
НОСТИ руу, ТО за время 1, прошедшее между передачей 
И приемом, сложная система, включающая все элементы 
схемы на рис. 2, в результате посылки &-го сигнала ока- 


36 


жется в состоянии с матрицей плотности ) 
(Е 
559 ху) 25 НЕЯ ае Ро (О)В, зеро КОР кии ли, 
р 


где 00) == Г ехр| — 4) (а — эволюционный унитарный 
| | 


оператор, вид которого обусловлен характером взаимо- 
действия Г(ТР) источника помех с МНИ. При этом со- 


стояние МНИ к моменту приема будет описываться ма- 
трицей 


ро = 8р, А). (44) 


Знание этих матриц при заданных свойствах источника 
шумов и способа его взаимодействия с МНИ позволяет 
применить к обобщенному физическому каналу все опре- 
деления и выводы предыдущего параграфа, в частности, 
формулу (26) для вычисления количества информации 
при фиксированном способе приема. Действительно, 
«с точки зрения приемника» уже несущественно, возник- 
ли состояния (44) в результате каких-либо ЭВОЛЮЦИЙ 
системы или же они непосредственно создаются передат- 
ЧИКОМ. 

Для примера обсудим случай, когда в качестве 
МНИ фигурирует линейный осциллятор частоты 0, 
Источником шумов служит другой такой же осциллятор, 
а взаимодействие между ними имеет вид 


== Үр, ру —92%), (45) 


где х, у; р», Ру — операторы канонических координат и 
импульсов МНИ и источника помех соответственно. 


Пусть сигналами, посылаемыми с вероятностью а, 
служат чистые состояния 


+9 = СН» (ху аут) ехр(— вля2), 


отвечающие определенным значениям оператора энер- 
гии МНИ: 


(1/2) (о? аура (х) = о (и 1/2) ф(х), = (46) 


а Источник шумов находится в термодинамически рав- 
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Новесном состоянии температуры Ө (18), чему соответст- 
вует матрица плотности (см. [18]) 


Ио 1 — т\ 12 о 1+ 2 ро 
(та) ехр (т НУ єр 


- 2 -- тая ии), (47) 


где == < т 22[(14- < т >) = ехр(—(1%/9). 

Легко заметить, что У (45) по форме совпадает 
с оператором проекции момента, отвечающего вращению 
плоскости (х, у), поэтому действие унитарного операто- 
ра 0 (1) на волновую функцию всей системы эквивалент- 
но ортогональному преобразованию координат осцилля- 
торов: 


== х с0$ ү? у ѕіп ү, 
у == — хіп ү 4 у соѕ ү, (48) 


что после необходимых выкладок дает вместо (47) 
(ср. [26]) 


р а = них 


(14 < т > соѕ 2үѓ)л соѕ?2 ү 
Деба УЕ ТЕ Е (— 7; — Ё, ;; 2)|, 


__ (со? ү — < т > соѕ 211 49 
2051 (1+ < т > соѕ 2үг) ° (29) 


В рассмотренном примере особенно наглядно высту- 
пает равноправие между МНИ и носителем потерянной 
информации, приводящее к возможности единообразно- 
го описания прямых и косвенных измерений в обобщен- 
ном канале. Действительно, при үѓ=л/2 преобразование 
(48) сводится просто к перестановке местами координат 
х и у, поэтому выбор в качестве объекта измерения того 
или иного из рассматриваемых осцилляторов эквивален- 
тен изменению времени взаимодействия на л/2ү. 


Для того чтобы с помощью матриц р (48) вычис- 


лить количество информации, передаваемое по каналу 
в среднем на одну посылку, необходимо указать еще спо- 
соб измерения, производимого в процессе приема, а за- 
тем воспользоваться формулой (26). Например, если 
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прибор-приемник измеряет значение энергии МНИ 
1/,(02х2—},02/0х?), то диагональные элементы матриц (49) 


в энергетическом представлении р суть не что иное, 
как переходные вероятности канала 


п 
(т | п) == 2 (50) 
что позволяет для вычисления количества информации 
Гһ, извлекаемого таким измерением, воспользоваться 
формулой (26) или непосредственно соотношениями шен- 
ноновской теории для дискретного канала с шумом. 

В гл. З мы проведем подробные вычисления и оценки 
для рассмотренного здесь примера, а сейчас обратимся 
к вопросу о пропускной способности обобщенного физи- 
ческого канала связи. 

При выборе определения этой величины разумно, как 
и прежде, считать матрицу плотности ансамбля” сигналов 


БЕ (Е) к 
0и = № ш,0,,, заданной, а варьировать лишь сами состоя- 
Е ; 


НИЯ р и способ приема. Рациональность подобного под 


хода обусловлена тем обстоятельством, что чаще всего 
бывает важно выяснить предельные возможности систе- 
мы связи при тех или иных макроограничениях, напри- 
мер при фиксированной средней энергии сигналов, 
а именно такая ситуация с помощью принципа макси- 
мального незнания и приводит к заданию матрицы плот- 
ности ансамбля сигналов. Что же касается матрицы 
плотности источника помех оу’, взаимодействия #(Р) и 
времени Ь то при определении пропускной способности 
мы также будем считать их известными характеристика- 
ми конкретного канала. 

В соответствии с определениями предыдущего пара- 
графа, абсолютным количеством информации [(1), со- 


держащимся в состояниях р®/(, будем по-прежнему 


называть $ир,/;(#) по всем полным наборам переменных 
МНИ. Если бы мы, подобно тому, как это имело место 
в идеализированном канале, могли беспрепятственно 
варьировать и сами эти состояния при заданной ма- 


трице 
р.) = УР 6, 
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то обнаружили бы, что максимум достигается на чистых 
ортогональных состояниях 


(Е) А2 % , 

Рик (2) = ф.о (х)ф", (7) 
и равен энтролии выходного ансамбля 5 = —9рр п о. 
Однако при рассмотрении обобщенного физического ка- 
нала мы уже не располагаем свободой, необходимой ДЛЯ 
такого выбора выходных состояний-сигналов, поскольку 


их вид зависит не только от входного набора 2 (0), но 


И от влияния шумов, характеризуемого заданными 0707 
и Г. Поэтому точную верхнюю границу количества пере- 
даваемой информации следует определить, предполагая 
лишь варьирование измеряемого параметра х и набора 
входных сигналов Ве), записав 


10) = 5ир, , 150). (51) 


Теперь уже нетрудно определить и пропускную способ- 
ность обобщенного канала, положив 


С теа (52) 


где по-прежнему т — интервал времени между посылка- 
ми сигналов. Разумеется, т в общем случае не совпадает 
с временем распространения сигнала от передатчика 
к приемнику Г, поскольку для формирования каждого 
последующего сигнала нет надобности дожидаться, пока 
предыдущий достигнет приемника, если МНИ имеет до- 
статочную протяженность или же при каждой посылке 
в качестве него ‘используются идентичные, но разные 
физические системы. 

К сожалению, строгое вычисление пропускной способ- 
ности обобщенного канала, определенной соотношениями 
(51) — (52), представляет собой чрезвычайно сложную 
математическую задачу, решить которую удается лишь 
для некоторых простейших моделей. С другой стороны, 
используя введенное в предыдущем параграфе понятие 
дефекта энтропии, можно найти верхнюю границу про- 
пускной способности, которая для большинства практи- 


чески интересных задач весьма близка к точной, а зача- 
стую и совпадает с ней. | 


Для получения такой верхней оценки применим неравен- 


ство (36) к ансамблю состояний 052-00), порождаемых ‘на 
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выходе канала сигналами во (0), записав 


2 


10 = — Ѕрр Шо + Хор 0) ар (0. (53) 
а 


503 
Далее, если из всевозможных исходных состояний о’ (0) 
МНИ можно выбрать такое &,, для которого условная 


выходная энтропия Эш (р) = — рр“ (2) р” (1) мини- 
мальна, то из (52) следует неравенство | 
1(0) =$ (И —5.(2), (54) 


которое и послужит для установления искомой верхней 
границы пропускной способности. 


Нетрудно показать, что независимо от конкретной 
(Ет) © 
ситуации р,,„, (0) следует искать среди чистых состояний 


МНИ и, хотя нахождение соответствующей волновой 
функции может оказаться далеко не тривиальным, обыч- 
но эта задача все же значительно проще, чем варьиро- 
вание всевозможных входных и выходных переменных 
канала, необходимое для вычисления С по формулам 
(51) — (52). 

Например, в рассмотренном выше примере с двумя 
осцилляторами удается показать [19], что условная вы- 
ходная энтропия при любом выборе входного сигнала не 
может быть меньше значения, достигаемого на основном 
состоянии МНИЕ, =й 0/2. Само это значение без труда 
вычисляется при помощи (49): 


0 


900 = (14 )-Ева №, . (55) 
№ == т ЗИ? "Ё, 
что вместо (54) дает 


1.0 – Ў) 100,0) – (14-5) (14А). (56) 
А 


В дальнейшем мы исследуем это неравенство в связи 
с проблемой оценки пропускной способности электромаг- 
питного канала с тепловым шумом. 


При обсуждении формулы (56) может показаться, 
что независимо от конкретных свойств канала второй 
член в ее правой части должен всегда равняться выход- 
ной энтропии шума «в отсутствие сигнала» (на самом 
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Деле «отсутствие сигнала» — пропуск — тоже Сигнал), 
а точнее — значению энтропии Хо, отвечающей входному 
состоянию с минимальной из всех возможных энергий 
МНИ. 
Постараемся убедить читателя в том, что в общем 
случае это не так. Построим простой пример. Пусть сиг- 
Е налами служат состояния с опре- 
деленной энергией некой трех- 
уровневой системы :(см. рис. 5), 
хоторая в промежутке между пе- 
редачей и приемом сигнала взаи- 
модействует с равновесным элек- 
тромагнитным излучением темпе- 
ратуры Ө. При этих предположе- 
ниях матрица плотности системы 
Рис. 5 во все моменты времени диаго- 
нальна в энергетическом пред- 
ставления [20], поэтому для статистического описания ее 
состояний достаточно знать вероятности 0; ((1=1, 2, 3) 
значений ее энергии, эволюция которых может быть 
описана уравнениями релаксации 


т Детей и: У 9 


ј>і Ге 
где | о) == И; [(2С)° (ехр(йә;//Ө) — 1)]7°. 

Если измерение энергии системы приемником произ- 
водится по истечении времени # после передачи сигнала, 
то переходными вероятностями канала ®(1|Е, і) будут 
просто решения уравнений (57) с начальными условия- 
ми 0;(0) = 0,0, взятые в момент #. С другой стороны, 
рассматриваемая трехуровневая система может оказать- 
ся такой, что 02 >53, 63; тогда для достаточно неболь- 
ших отрезков времени условные выходные энтропии 
о; (1), соответствующие различным входным сигналам, 
удовлетворят неравенствам $3(Р) <5,(), 5з(/) <95›(2). 
Например, если оптические переходы 1«—3 и 2<>3 
запрещены, то $3(Т) будет всегда равняться нулю, хотя 
между переходом |<—>2 и внешним излучением за до- 
статочно длительное время способно установиться тепло- 
вое равновесие, когда отношение 0 (1) [&.(Т) определя- 
ется формулой Больцмана: 


По\-! по по 
5: (0) = 5: (@) = (1 +.) (6 +9) в} не) 
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$1—65011 


ро ° | Е, — Е, 

е® |; = ——. 

ћ, 5 
Таким образом, иногда минимальной условной выходной 
энтропии может соответствовать сигнал даже с макси- 
мальной, а вовсе не с минимальной из возможных энер- 
ГИЙ. 

Заметим, что в приложениях не слишком часто при- 
ходится сталкиваться с ситуацией, подобной рассмотрен- 
ной в последнем примере, хотя игнорирование такой воз- 
можности при попытке чисто формально оценить про- 
пускную способность физического канала, вычисляя 
«энтропию шума в отсутствие сигнала», может приве- 
сти к недоразумениям. 


5. Информация и работа 


Проблема взаимосвязи понятий, стоящих в заголовке 
этого параграфа, является, пожалуй, самой традицион- 
ной на фоне других вопросов физической теории инфор- 
мации: она обсуждалась еще в работах Л. Сциларда [3], 
а позднее — в книге Л. Бриллюэна [21]. Уже из общих 
соображений представляется очевидным, что наличие 
сведений о состоянии физической системы, способной 
служить источником полезной работы, позволяет более 
рационально выбирать способ воздействия на нее и тем 
самым, хотя бы в среднем, получать определенный 
выигрыш в работе. Попытаемся проанализировать эти 
соображения более строго, используя наряду с понятия- 
ми физической теории информации определения средней 
энергии и работы, принятые в статистической механике. 

При этом, как обычно, будем рассматривать лишь 
взаимодействия типа столкновений, в результате которых 
суммарные значения всех аддитивных интегралов дви- 
жения интересующих нас физических систем не изменя- 
ются. Во-первых, мы это делаем по той причине, что 
процессы рассеяния света, релаксации при столкновени- 
ях частиц и т. д., которыми мы в основном и будем инте- 


‚ ресоваться, носят именно такой характер. Во-вторых, что 


более важно с принципиальной точки зрения, и те зада- 
чи, в которых имеет место «включение» и «выключение» 
взаимодействия, способное изменить суммарную энергию 
системы, также можно свести к рассмотрению столкно- 
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вений, если провести последовательно квантовое описа- 
ние физического фактора, обусловливающего это «вклю- 
чение». 

Чтобы избежать недоразумений, сделаем еще одно 
замечание. В статистической термодинамике обычно рас- 
сматривают и такие воздействия на физическую систему, 
в результате которых меняются сами ее динамические 
характеристики (вид оператора Гамильтона). Так про- 
исходит при изменении объема газа, при изменении чис- 
ла его молекул и т. д. Мы же полагаем, что после воз- 
действия на систему она остается динамически тождест- 
венной исходной, изменяется лишь ее состояние. На язы- 
ке термодинамики это означает, что все наши дальней- 
шие выводы приложимы лишь к замкнутым циклам и 
не относятся к таким, например, процессам, как отрезок 
адиабатической либо изотермической ветви цикла Карно. 

Рассмотрим взаимодействие двух физических подси- 
стем, каждая из которых может содержать любое число 
степеней свободы и быть в свою очередь разбитой на 
подсистемы. Пусть до столкновения их состояния были 
статистически независимы и описывались операторами 


плотности р И 02 с энергиями и энтропиями 
Е, == 5р ЕЕ Ә1,а == — Әр 0з,з11 ра, (58) 


где Е!,2 — операторы энергии подсистем в отсутствие 
взаимодействия между ними. 

Временную эволюцию состояния всей системы, как 
обычно, описываем формулой 


| 1 
Р® = ех --- Рае | бльехр | [74 |, (59) 
0 0 


где за /=0 принят момент, для которого с любой требуе- 
мой точностью можно считать Г (1—0) =0. В результате 
взаимодействия с течением времени изменятся энергии 
и энтропии систем: 


Е, (Ё) = Зр ри, (Е, ‚23 51,2 (2) а аа Ор ри, (0) Іп р (2), (60) 


где по-прежнему р; (0) = 8р, р(0); р (0) = 8р, р (1), а под х 
и у понимаются полные наборы переменных первой и 
второй систем соответственно. 23747 
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е С, 


Б Батага! 


При наших предположениях в результате взаимодей- 
ствия не изменяется суммарная энергия систем 


а энтропии удовлетворяют неравенству, следующему из 
(25): | 
5,(2) +5:(0) 2$.-5$2=5. (ор) 


Последнее неравенство имеет чрезвычайно важное 
принципиальное значение, поскольку именно оно застав- 


ляет отождествить величину —$рріпр с физической 
энтропией как равновесной, так и неравновесной стати- 
стики. В самом деле, соотношения (61) — (62) суть не 
что иное, как законы сохранения энергии и неубывания 
суммарной энтропии $!:(1) + 5:(#), которые, будучи до- 
полнены требованием существования конечного макси- 
мума энтропии при заданной средней энергии, обсуж- 
давшимся нами выше, позволяют вывести всю термоди- 
намику чисто дедуктивным путем. 

Для того чтобы сделать справедливость последнего 
утверждения более очевидной, обсудим вопрос о макси- 
мальной работе, которую можно получить за счет нерав- 
новесности состояния физической системы, поскольку 
именно этот вопрос и исторически, и < точки зрения ло- 
гической структуры теории является краеугольным кам- 
нем статистической термодинамики. | 

Для определенности будем считать, что подсистема 1 
первоначально находится в состоянии «с заданной энер- 
гией Е., энтропией $, и служит источником работы по 
отношению ко второй подсистеме, исходное состояние 
которой является чистым: 5»=0. Последнее условие фи- 
зически означает, что устройство, предназначенное для 
приема или аккумуляции полезной работы, избавлено от 
влияния посторонних флюктуаций и может рассматри- 
ваться чисто динамически. | и 

Под работой А, получаемой этим устройством в про- 
цессе взаимодействия с подсистемой І, понимается воз- 
растание его энергии, не сопровождающееся увеличени- 
ем энтропии. Тогда из (61) — (62) нетрудно получить 


А< Е. — Ел ($4), ах (63) 


где Еюш ($51) — минимальная средняя энергия при задан- 
ной энтропии. В частности, если состояние подсистемы 1 
при #=0 статистически равновесно, чему в энергетиче- 
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ском представлении соответствует матрица плотности 
(см. [22]) 


| ЕЗ 
Рве 1 ехр | е) дь Е, (64) 


то Е,= Еһ (51) и А<0. Если же эта подсистема пред- 
ставляет собой классическое однородное тело, а неравно- 
весность его состояния связана с отклонением темпера- 
туры в какой-то малой части о его объема от среднего 
значения Өр, с помощью (63) приходим к формуле 


А<00 (14-25%). 


Где с, — удельная теплоемкость при постоянном объеме. 
Продолжая рассмотрение подобных примеров, можно 
показать, что операторное определение энтропии (12) 
с использованием неравенства (62) естественным обра- 
зом приводит к хорошо известной в термодинамике тео- 
реме о максимальной работе. 
Заметим, что вопрос о достижимости равенства в (63) 
является весьма тонким, и, по-видимому, не может быть 
решен в общем виде без конкретизации энергетических 
спектров подсистем и взаимодействия между ними. 
Однако для удобства рассуждений обычно отвлекаются 
от этого обстоятельства и вводят величину Ашах, <00т- 
ветствующую знаку равенства в '(63). В этом случае, 
придавая энергии и энтропии подсистемы І малые при- 
ращения ЛЕ;, Д$и, с помощью (63) можно записать [22] 


ЛАД = АЕ (аЕлтю/ 4$) А5). 


Учитывая, что максимальная энтропия Әхтах (Е1) при 
заданной средней энергии есть функция *), обратная 
Е (51), используя (17) и сравнивая (18) с (64), не- 
трудно убедиться, что производная (ФЕ:һ/0$:) имеет 
смысл энергетической температуры Ө. Таким образом, 
мы пришли к основному дифференциальному равенству 
статистической термодинамики, поскольку Е, и $; явля- 
ются функциями состояния физической системы уже 
в силу однозначности их определения (58) через опера- 
тор плотности. 


*) Некоторые идеализированные задачи приводят к рассмотрению 
систем с конечным числом энергетических уровней, что может сде- 
лать эту функцию не монотонной; тогда под Е,љіһ (51) в приведен- 
пом рассуждении следует понимать ветвь с (ФЕ, ш1ш/4$!)>0, отве- 
чающую тепловому равновесию. 
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Теперь предположим, что подсистема | используетёя В 


качестве МНИ, а р = Хуш, есть оператор плотности 
Е 


ансамбля сигналов. Рассмотрим некоего субъекта Х, свя- 
занного с подсистемой П и способного по своему усмо- 
трению ценой ничтожных усилий * изменять характер 
ее взаимодействия с подсистемой І. Постараемся выяс- 
нить, какими возможностями обладает такой субъект 


для получения полезной работы, заключенной в состоя- 


НИЯХ о 


Сначала предположим, что Х связан с источником 
сообщений каким-либо дополнительным информацион- 


ным каналом и при каждой посылке знает, какой именно 


из сигналов о посылается. Пусть передатчик последо- 


вательно послал М независимых сигналов-состояний 
(Е р ы 

$7, (1<1< №). Тогда Х, последовательно контролируя 
взаимодействия подсистемы П (аккумулятора работы) 


с указанными М состояниями МНИ, в принципе способен 
извлечь работу 


М 

(63 №) (4) (№) (&;) 

ена = У) Б, т Е п (25, ) (69) 
= 1 

где ры (5) — минимальная энергия при заданной энтро- 


пии для сложной системы, содержащей М одинаковых 
независимых подсистем, идентичных МНИ. В силу 
аддитивности равновесных энергии и энтропии 


150, (5) —= МЕ 


[т 


(5/№, 


пит 


а вследствие эргодичности источника сообщений 


(Е;) 
ун" 
Пт НИЯ У о, — Эр р. Ё, == Ез; 
‹ 


М->оо 


*) Это допущение является наиболее слабым местом в наших 
рассуждениях, однако оно в подобных случаях неизбежно и доволь- 
но распространено, а интуитивно представляется вполне оправдан- 
ным: так, при рассмотрении цикла Карно не учитывается работа, 
затрачиваемая на управление последовательностью теплообмена. 
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іт =, 0,809. (66) 


Учитывая сказанное и вводя максимальную работу Абе 
(Е;\) 


тах / №. Извлекаемую в среднем на сигнал инфор- 


М№->оо 
мированным субъектом, запишем 


А а = Ё, — Ема 2 и (67) 
Е | 


Если же Х обладает лишь сведениями о статистиче- 
ских свойствах ансамбля сигналов, то извлекаемая им 
в среднем работа не превысит величины Ашах=Ё!— 
— Ел ($1). С другой стороны, достоверное знание о том, 
какой из сигналов был послан, содержит информацию 


1 ы 
1=— №, Іпо,,аналичие этой информации эквивалентно 
1% | 
способности извлекать дополнительную работу. 


Ада = А ик А Е, (8) Е, —Ую. п 5, (68) 
& 


Нетрудно показать [17], что / 24) (дефекта энтропии), а 
следовательно, и количества информации [, содержащейся 


в ансамбле (0, в) по ‚отношению к любому измерению. 
Поэтому справедливо следующее утверждение. 

Для извлечения из состояний, принадлежащих 
ансамблю (ш, 07), добавочно к А зах полезной работы 


Адоп (68) необходимо располагать не меньшей информа- 
цией об этих состояниях, чем та, которая может быть 
получена при измерениях. 

Это утверждение и составляет позитивное содержа- 
ние негэнтропийного принципа информации Бриллюэна. 
Чтобы сделать его более прозрачным, приведем пару 
примеров. 


Пусть состояния р“ являются чистыми (5® — 0), а со- 


ставленный из них ансамбль обладает свойствами равно- 
весного, т: 6 9, =, @): Тогда» 0 = 9;, а 


для превращения всей энергии Е, ансамбля в полезную 
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работу Адон необходима информация 71, в общем случае 
превышающая энтропию $51. 
В качестве второго примера рассмотрим случай, ког- 


да матрица р: по-прежнему соответствует тепловому рав- 
новесию при некоторой температуре ©, а состояния АУ 


лишь мало отличаются от него. Так, например, бывает, 
когда сигналы обладают малой энергией, а температура 
МНИ перед посылкой каждого из них достаточно вели. 
ка. Тогда снова Ашах=0, а из (67), аппроксимируя 
Е шш (5) линейной функцией, можно получить Адоп== 
— 0 (4Еи/ 951). В свою очередь, (4Ениш/4$1) =Ө, сле- 
довательно, 

Адоп == 990. (69) 


Отметим еще одно важное обстоятельство. Подобно 
тому, как это делается в статистической механике при 
анализе теоремы о максимальной работе, все наши рас- 
суждения можно обратить (с надлежащей заменой зна- 
ков неравенств) и понимать под Адон (68) минимальную 
работу, затрачиваемую передатчиком в среднем на фор- 
мирование сигнала. Тогда, в частности, соотношение 
(69) содержит в себе утверждение Бриллюэна [21], что 
для передачи одной натуральной единицы информации 
(1 нит) в тепловой среде с энергетической температурой 
Ө необходимо затратить работу Ө. 


6. Репродуцирование сведений при взаимодействии 
физических систем 


Одной из довольно распространенных в природе и 
технике является ситуация, когда сигнал, покинув по- 
родивший его источник, затем разделяется по ветвям 
многоканальной системы, доставляя сообщение одновре- 
менно нескольким независимым абонентам. Так проис- 
ходит в любой широковещательной системе радиосвязи: 
так происходит при размножении печатного текста на 
типографском станке; так происходит, когда группа лю- 
дей воспринимает один и тот же световой или звуковой 
сигнал, и во множестве других случаев. При рассмотре- 
нии подобных задач представляется правомерным во- 
прос о том, всегда ли и в какой степени каждому из 
абонентов одновременно доступна информация, содер- 
жащаяся в исходном сигнале. 
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В том случае, когда каждая из ветвей линейной мно- 
гоканальной системы не содержит собственных шумов, 
шенноновская теория не накладывает никаких ограни- 
чений на возможности размножения информации в такой 
системе. Действительно, если источник непрерывно по- 
сылает в канал сигналы со средней мощностью Р и гаус- 
сов шум мощности М в полосе частот В, количество 
информации, передаваемой в единицу времени, лимити- 
руется пропускной способностью С, определяемой фор- 
мулой Шеннона [1]: 


с=(=) п (1+ т). (70) 


Если же в каждую из і-х ветвей попадает лишь часть 
сигнала и шума с пропорциональными мощностями Р; 
и М№;, то в отсутствие дополнительных помех Р/М№М;=Р/М 
для всех і, а максимальная скорость приема информации 
в любой ветви С;= (В/2п) ш(1-+РМ;) совпадает с про- 
пускной способностью канала, непосредственно связан- 
НОГО С ИСТОЧНИКОМ. 

Однако уже из интуитивных соображений представ- 
ляется естественным, что учет квантовой природы мате- 
риального носителя сигналов способен «существенно 
изменить ситуацию. Например, каждый из фотонов элек- 
тромагнитного поля может быть зафиксирован лишь 
одним приемником, что не может не сказаться отрица- 
тельно на пропускной способности многоканальной си- 
стемы. 

Для квантового рассмотрения сети, ветви которой не 
содержат собственных шумов, вспомним, что количество 
информации /, извлекаемое при измерении параметров 
физической системы, не может превысить энтропии $ = 


=— ор опр. ансамбля посылаемых сигналов. Поэтому 
если передатчик посылает сигналы средней энергии Е 
в К одинаковых и равноправных ветвей, то количество 
информации на посылку в каждой из них /; не превы- 
сит значения Ѕтах(Е:/К). С другой стороны, если вход- 
ной канал сети (припишем ему і=1) обладает теми же 
волноводными характеристиками, что и каждый из вы- 
ходных, то количество информации /, поступающее по 
нему, не может превысить значения Ѕах (Е), хотя ра- 
венство /==Фшах(Е) в принципе достижимо (см. $ 3). 
Поскольку Фшах(Е) — функция, обратная Ешш($), то 
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при «хорошей» передаче, когда /= Зах, из предыдущих 
рассуждений следует оценочное неравенство 


> Г. Ех (В (Г)/К). (71) 


Таким образом, квантовый предел информационной эф- 
фективности разветвления сигнала в отсутствие дополни- 
тельных помех полностью определяется видом функции 
Зшах (Е), характеризующей каждую из ветвей многока- 
нальной системы. Например, если в качестве этих ветвей 
используются осцилляторы одинаковой частоты о, то 
в квазиклассике, когда Е/К >» йо, Зах (Е) = п еЕ— ш йо и 


1 В 
= у, < ше ШК. (72) 


Следовательно, при любом конечном К и достаточно 
мощном потоке сигналов относительное различие между 
Г и количеством информации [; (1), получаемой каждым 
из абонентов одновременно, в принципе может оказать- 
ся сколь угодно малым, что хотя бы качественно под- 
тверждает вывод, следующий из шенноновской теории. 
Напротив, в предельно квантовом случае для осцил- 
лятора Зах (Е) = (Е/Й о) п(вое/Е), поэтому количество 
информации в среднем на каждую из ветвей не превы- 
сит значения К-(Е/Й®)1п(ф, ое/Е) + п К], что указывает 
на неизбежность потерь информации при разветвлении 
сигнала даже в отсутствие дополнительных помех. Впро- 
чем, если ансамбль входных сигналов обладает теми же 
энтропией и информацией, но большей средней энергией, 
то (71) не препятствует уменьшению этих потерь, откуда 
можно сделать вывод о целесообразности предваритель- 
ного усиления квантового сигнала, вносящего своеобраз- 
ную энергетическую избыточность и тем самым повы- 
шающего устойчивость передачи в отношении квантовых 
тумов. | 
_ Может показаться, что отмеченные закономерности 
обусловлены специфическим видом оператора энергии 
гармонического осциллятора и поэтому не имеют прин- 
ципиального значения. На самом же деле в квазикласси- 
ке для любой физической системы с конечным числом 
степеней свободы равновесная энергия пропорциональна 
температуре Ө, равновесная энтропия пропорциональна 
величине 1п Ө +-сопѕі, следовательно, /:(#) ~ /—сопѕЁ. 
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С другой стороны, для низких температур (квантовый 
случай) типичная зависимость Зшах (Е) сә Е[ш(Во/Е) -+ 
-+‹<оп3{|, где о — характерная частота малых колебаний 
системы; поэтому все выводы общего характера, полу- 
ченные на примере линейного осциллятора, останутся 
в силе. 

Рассмотрение многоканальной сети, в ветвях которой 
присутствуют собственные шумы, начнем с исследова- 
ния переноса информации при взаимодействии двух фи- 
зических подсистем. Как и в предыдущем параграфе, 
будем считать, что при {=0 подсистемы статистически 
независимы, сведения о сигналах, посылаемых с вероят- 


ностями 0, заключены в состояниях р1( первой из них, 
а состояние второй подсистемы описывается оператором 


плотности рх. По окончании взаимодействия, относитель- 
но характера которого мы сохраним все предположения 
предыдущего параграфа, посредством измерения значе- 
ний параметра у подсистемы П можно извлечь инфор- 
мацию 


и =5$ (и, В — (и, 80) = — Уши (0 4. 


+2, Зо (по). = (73) 
Ё у 


Аналогичным образом в значениях параметра х по окон- 
чании взаимодействия содержится информация 


1.00) =5$(х, 1) —8 (х, Н®).. (74) 
Заметим, что энтропия связи между хи у 


Әсв (Х, И) = — >, Охх 10 рхх — Ў) Оуу а руу 4 
х у 


> Рху, ху Ш Ржу, ху (75) 


х, и 


отнюдь не является мерой количества информации, пере- 
данной при взаимодействии. Действительно, даже при 
5. =0, когда МНИ всякий раз находится в определенном 
состоянии и никаких сообщений не посылается, 
Зсв(х, у, №) в момент времени # способно оказаться от- 
личной от нуля. | 

Посмотрим, каким закономерностям подчиняется пе- 
рераспределение информации между подсистемами. Для 
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этого почленно сложим (73) и (74), а затем воспользуем- 
ся неравенством 

| $ (х, #15) +5 (и, # |) 2>9(х, у, |8), 
следующим из неотрицательности корреляционной 
энтропии в шенноновской теории, что даст 


1.00) +100) 5, (5, 0) +32 (х, И—5(х, у, НЕ). (76) 


Чтобы оценить $ (х, у, &|&), заметим, что набор х, у 
в общем случае не является тем набором переменных 
всей системы, на котором достигается упоминавшаяся 
в первом параграфе точная верхняя граница количества 
информации 1=5ир,, ух, у(Ё), поэтому $(х, у, 1) —5 (х, 
у, 1| Е) <, откуда 
В (0 1+5 (х, 2) +5 (0, 1) —5 (х, ий. (77) 
Неравенство (77) уже не содержит в явном виде со- 


СТОЯНИЙ р» используемых в качестве сигналов, но пред- 


полагает известными наборы переменных х и у, с изме- 
рением которых связана процедура извлечения инфор- 
мации. Чтобы избавиться от этого ограничения, что было 
бы удобно при обсуждении общих закономерностей пе- 
реноса информации при взаимодействиях, воспользуем- 
ся неравенством 


$ (5) —$ (0) —5 (х, и) < $1 $2—5$, (78) 
где 5, =— рр, 110; 9, = — брр» ш р» — энтропии подси- · 
стем, а $ = — Зрршр — энтропия всей системы. Доказа- 


тельство содержится в работе [23]. Используя это нера- 
венство, перепишем (77) в виде | 

п +Ь( <1+5$4 (В +5$2(—$5. (79) 
Замечая, что из условия независимости подсистем при 
[=0 следует 5$1(0)--$2(0) =$, мы приходим к выводу, 
что возможность эффективной дупликации сведений при 
взаимодействиях, когда [1(#) + 12(1) >[, неизбежно свя- 
зана с возрастанием сумм энтропий $,-$2. Поскольку 
В+ < $1- 5$», а 1<5, то репродуцирование (например, 
получение оттиска на типографском станке) одной на- 
туральной единицы информации обязательно приводит 
к увеличению суммарной энтропии по меньшей мере на 
1/2. | 
Прежде чем перейти к обобщению этого результата 
на случай сети с произвольным числом ветвей, сделаем 
небольшое отступление. 
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Важной проблемой, неоднократно привлекавшей вни- 
мание не только физиков и математиков, но и филосо- 
фов, является вопрос о том, принципиально ли неустра- 
нима потеря термодинамической работы при релаксации 
за счет столкновений частиц или же она обусловлена 
просто нашей неспособностью вычислить фазовые 
траектории всех частиц при заданных начальных усло- 
виях. Не претендуя на окончательное решение этого 
вопроса, мы лишь обсудим его в связи с проблемой ста- 
тистической необратимости, сопровождающей процесс 
разветвления сигналов. 

Рассмотрим сложную физическую систему, состоя- 
щую из К подсистем, состояния которых при #=0 ста- 
тистически независимы и характеризуются значениями 
средней энергии и энтропии Е;, $; (1<1=<К). 

В результате “столкновений между подсистемами значе- 


ния средней энергии Е =>, Е; и энтропии 5 = У $, всей 
6 і Н 


І 


системы не изменяются, однако сумма У: (2)-25, вообще 


ГА 


говоря, возрастает и в пределе при достаточно длитель- 
ном перемешивании и К»! может достичь значения 
шах (Е), соответствующего статистическому равновесию. 

Попытаемся выяснить, теряется ли в процессе релак- 
сации, происходящей за счет внутренних столкновений 
в системе, полезная работа и какая из величин, $ или 


У, 5; (1), при этом играет решающую роль. Вообще гово- 


ря, соотношения !(63) на любой стадии эволюции состоя- 
ния системы не препятствуют получению работы Ашах= 
=Е—Е тах (5) и по крайней мере в принципе для каж- 
дого конечного К можно придумать достаточно сложный 
способ воздействия на систему, по эффективности сколь 
угодно приближающийся к этому пределу. 

Однако не следует забывать, что все выводы стати- 
стической термодинамики по вопросу о максимальной 
работе развиты применительно к устройствам, осущест- 
вляющим макроскопическое воздействие на систему, и 
поэтому основаны на рассмотрении «одночастичных» 
функций распределения или матриц плотности, игнори- 
рующем корреляции между подсистемами. К устройст- 
вам упомянутого типа принадлежат все системы и аппа- 
раты, применяемые для извлечения полезной работы из 
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неравновесных сред. Таковы, например, поршень маши- 
ны Карно, осуществляющий давление на рабочий объем 
газа; лазер, использующий для генерации монохромати- 
ческого света спектральные свойства излучения подкач- 
ки, но игнорирующий корреляции в спектре этого излу- 
чения, и т. д. При таком подходе становится несущест- 
венным, произошла релаксация за счет внутренних 
столкновений в системе или за счет ее взаимодействия 
с подходящим термостатом, поэтому работа ДТ), . извле- 
каемая устройствами указанного класса, связана лишь 
с неравновесностью, заключенной в одночастичных ма- 
трицах плотности и лимитируется неравенством 


+7 


ЕЕ. 0: $, 0) 080) 


В том случае, когда состояния одной или нескольких 
подсистем при {=0 содержат информацию о каком-либо 
сигнале, внутренние взаимодействия в системе за до- 
статочно длительное время приводят к распределению 
этой информации по всем частям, т. е. к разветвлению 
сигнала. При этом количества информации, содержащие- 
ся в каждой из подсистем, связаны неравенством, не- 
посредственно обобщающим (79): 


1,0 <1— 5 – 29,0, (81) 
і 


где / по-прежнему — верхняя граница количества инфор: 
мации по полным наборам переменных всей системы. 

Разумеется, под рассматриваемой совокупностью К 
подсистем не следует непременно понимать систему час- 
тиц; этот пример лишь наиболее традиционен при обсуж- 
дении процессов релаксации. В теории передачи инфор- 
мации более естественно отождествлять эти подсистемы 
именно с ветвями многоканальной сети, взаимодействие 
между которыми обусловливает перенос информации и 
энергии при разветвлении сигнала. 

Рассмотрим случай, когда при #=0 носителем инфор- 
мации является лишь одна из подсистем (припишем ей 
номер 1), соответствующая каналу, по которому сигнал 
поступает в сеть. Посмотрим, какое количество инфор- 
мации может содержаться в каждой из ветвей системы 
в произвольный момент времени #>0. 

‚ Пусть исходный ансамбль сигналов обладает стати- 
стическими свойствами равновесного, чему соответствует 
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51 = Бипах (ЁЕ1), а остальные подсистемы содержат тёпло- 
вые шумы, статистически подобные сигналам. Тогда эф- 
фективные температуры Ө;= (4$ вах/АЕ:)-! всех подси- 
стем равны между собой, энтропия сложной системы $ 


максимальна при заданной энергииЕ = № Е; и суммар- 
і 

ная энтропия не может возрасти при взаимодействиях, 

поэтому 


21, (0) «1, (82) 


т. е. размножение информации вообще невозможно, 
а происходит лишь ее перераспределение между ветвя- 
ми системы. 

Проводя житейскую аналогию, можно заключить, что 
для распространения достоверных сведений среди лю- 
дей, склонных верить правдоподобным (статистически 
подобным сигналу) небылицам, необходимо внести тем 
большую избыточность при кодировании, чем более ши- 
рокому кругу предназначается сообщение. | 

Из сравнения неравенств (80) и (81) видно, что воз- 
растание энтропии, происходящее при размножении 
информации, связано с уменьшением работы А(Т), кото- 
рая могла бы быть извлечена из состояния сложной си- 
стемы при макроскопическом воздействии. В самом деле, 
дифференцируя (80) и (81), вводя, как и прежде, эффек- 
тивную температуру 9.фф и максимальную работу, най- 
дем 


4А) > 9.1 0: Е 2. (83) 


Таким образом, процесс размножения информации при 
взаимодействии подсистем неизбежно связан с термоди- 
намически необратимым процессом и сопровождается 
потерей полезной работы А). 

Исследование временной эволюции волновой функции 
сложной физической системы позволяет подойти с физи- 
ческих позиций и к такой важной проблеме, как пере- 
работка информации. В самом деле, действие любой 
системы, предназначенной для такой переработки, сво- 
дится к физическому моделированию того или иного 
алгоритма преобразования числовых массивов или сово- 
купностей функций. С другой стороны, состояние такой 
системы на любой стадии преобразования в принципе 
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может быть изображено точкой в соответствующем мно- 
гомерном фазовом пространстве при классическом оли- 
сании либо волновой функцией многих переменных — 
при квантовом. 

Простейшими примерами таких систем могут служить 
интерферометр или дифракционная решетка, осущест- 
вляющие спектральный анализ временных сигналов; сгу- 
сток газа, свободно разлетающийся в пустоту, — с тече- 
нием времени частицы с различными энергиями в нем 
оказываются разделены и пространственно, и т. д. Бле- 
стящим примером того же круга является применение 
голографии в системах переработки информации, суля- 
щее привести к удивительным результатам уже в неда- 
леком будущем. | 

Қ числу принципиально физических здесь относятся 
вопросы о том, до каких пределов может быть доведена 
миниатюризация систем переработки информации, какие 
пределы существуют при этом для устойчивости их ра- 
боты, скорости и глубины переработки и т. д. Анализ 
этих вопросов, однако, осложняется тем обстоятельст- 
вом, что большинство применяемых в настоящее время 
вычислительных устройств, в частности, столь широко 
распространенные цифровые устройства, являются су- 
щественно нелинейными системами. С другой стороны, 
последовательная квантовая теория таких систем в на- 
стоящее время отсутствует, что заставляет пока ограни- 
читься весьма общими и расплывчатыми заключениями. 

В частности, известно, что в любой нелинейной систе- 
ме волновой пакет, изображающий состояние с мини- 
мальными неопределенностями всех канонических коор- 
динат и импульсов, с течением времени будет необрати- 
мо расплываться, поэтому любое устройство такого рода 
будет устойчиво работать лишь в течение конечного от- 
резка времени с момента ввода исходных данных. Разу- 
меется, эти соображения заведомо теряют практический 
смысл применительно к устройствам, построенным из 
макроскопических элементов, однако для систем, выпол- 
ненных на молекулярном уровне, они уже могут ока- 
заться существенными. | 

Несколько лет назад возникла небольшая дискуссия 
[24, 25] на тему о том, существует ли общий и фунда- 
ментальный предел скорости переработки информации. 
Результатом дискуссии был отрицательный ответ на по- 
ставленный вопрос, что, конечно, не снимает проблемы 
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установления таких пределов для устройств того или 
иного ограниченного класса и определенной физической 
природы. Однако все это еще только предстоит сделать. 


7. Косвенные измерения и проблема предсказания 


Понятие косвенного измерения не является специфи- 
ческим лишь для физической теории информации — оно 
служит важным звеном в логической структуре кванто- 
вой механики и во многих случаях необходимо для «<0- 
гласования выводов теории «< реальностью. 

Это, прежде всего, относится к проблеме установле- 
ния соответствия между классической и квантовой трак- 
товками процедуры измерения. Дело в том, что согласно 
принципам квантовой теории измерение той или иной 
физической величины состоит в редукции волновой функ- 
ции или матрицы плотности к одному из собственных 
состояний соответствующего эрмитова оператора. 

С другой стороны, классическая теория основана на 
убеждении (подтверждаемом повседневным опытом) 
в одновременной измеримости всех обобщенных коорди- 
нат и импульсов любой системы. В квантовой механике 
аналогом такого классического измерения могла бы слу- 
жить редукция волновой функции к одному из пакетов 
типа (29), минимизирующих соотношение неопределен- 
ностей. Однако волновые пакеты такого рода неортого- 
нальны между собой и поэтому не могут являться соб- 
ственными состояниями одного и того же эрмитова опе- 
ратора. 

Покажем, что с привлечением понятия косвенного 
измерения подобная «неортогональная редукция» волно- 
вой функции уже становится принципиально возможной. 
Пусть система І, переменные которой нам надлежит из- 
мерить, первоначально находилась в чистом состоянии, 
а затем испытала взаимодействие (столкновение) с си- 
стемой П, исходно также обладавшей волновой функ- 
цией. Теперь сложная система, состоящая из І и П, опи- 
сывается волновой функцией Ч (х, у), уже не распадаю- 
щейся, вообще говоря, на произведение %(х)\р(и). 

Совместное распределение вероятности любых набо- 
ров динамических переменных, относящихся к различ- 
ным системам, дается, как обычно, диагональными эле- 
ментами полной матрицы плотности 

0 (х, У) = ху, ху = (х, у) Ч*(х, у), (84) 
записанной в надлежащем представлении, 
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Теперь предположим, что с помощью подходящего 
прибора мы произвели прямое измерение некоторого 
полного набора у переменных второй системы. Получив 
с вероятностью 


о (0) = 2 рд, ху == Руу (85) 


соответствующие численные значения, мы теперь можем 
поставить вопрос о вероятностном предсказании значе- 
ний переменных первой системы, которые могли бы быть 
получены последующим прямым измерением. Эти веро- 
ятности 


ш (ху) = ли 6 (86) 


можно представить как диагональные элементы услов- 
ной матрицы плотности 


ТЕ, (87) 
Е Аа Ч 

риу 
содержащей полное статистическое описание состояния 
первой системы, возникшего в результате измерения пе- 
ременных у. В самом деле, для вычисления условного 
распределения вероятности значений любого другого 


полного набора первой системы при тех же у достаточно 


перевести р) в соответствующее представление и взять 


диагональные элементы. 

Заметим, что в формулах (86)—(87), приводящих 
к понятию условной матрицы плотности, нигде не исполь- 
зован тот факт, что сложная система в целом обладает 
волновой функцией, поэтому они одинаково применимы 
к рассмотрению как чистых, так и смешанных исходных 
состояний подсистем Ги П. 

Теперь, однако, вернемся к случаю, когда рху, ху’ ОПИ- 
сывает чистое состояние (84), и обсудим свойства услов- 


ной матрицы плотности р“). 


Подставляя (84) в (87), убеждаемся, что 0:9) снова 


описывает некоторое чистое состояние, поскольку 
И : 
ре? в Ф, (х) Ф", (х), (88) 
где Фу (х) = (х, УГУ руу — условная волновая функция, 
возникшая в результате косвенной редукции. | 
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‚ Чтобы выяснить, всегда ли ортогональны между со- 
бой функции ф,(х), получающиеся при различных и, 
вычислим скалярное произведение 


(ру (0), Ф, (0) = | Фи (к) 9", (х) х = 


— ГА 
= (вири) Че, 0) е, и) ах = а. (89) 
0000 ити! 

Отсюда видно, что эти функции ортогональны между 
собой лишь тогда, когда прямое измерение второй под- 
системы производилось над тем набором у, в представ- 
лении которого матрица руу, диагональна. В противном 
же случае косвенное измерение способно привести к не- 
ортогональной редукции состояний испытуемой подси- 
стемы, тем самым сообщая необходимое звено логиче- 
ской цепи, связывающей классическую и квантовую 
трактовки понятия измерения. 

Теперь обратимся к случаю, когда система в целом 
находится в смешанном состоянии. Нетрудно заметить, 
что для этого вовсе не обязательно, чтобы смешанным 
было исходное состояние интересующей нас подсисте- 
мы [—к тому же результату приведет и наличие соб- 
ственных шумов в исходном состоянии подсистемы П, 
роль которой в конкретных условиях могут играть антен- 
на приемника, усилитель, любой входной преобразова- 
тель сигнала и т. д. 

В этом случае состояние, получаемое при косвенной 
редукции и описываемое условной матрицей плотности 
(87), тоже окажется смешанным (за исключением того 
малоинтересного для проблемы измерений случая, когда 
результирующие состояния подсистем статистически не- 
зависимы). Выведем простое неравенство, ограничиваю- 
щее снизу среднюю энтропию распределения переменных 
Х В этом состоянии. 

Для этого запишем в двух различных формах энтро- 
пию связи (корреляционную энтропию) переменных х 
ии: 


Зсв(х, у) =5 (х) +5 (0) —5(х, у) =5 (х) —5(х|у). (90) 


Согласно неравенству (78) эта величина не превышает 
51+ 5—5. С другой стороны, по лемме Клейна, 


$ (х) = — 2) рас п рх 225 = — рф, р. (91) 


00 


“ 


Следовательно, справедливо неравенство 
500) = — Хуруу ХР а рі) > $ — $, (92) 
№ х 


где 5 — не изменяющаяся при взаимодействиях энтро- 
пия системы в целом, а 5з — конечное значение энтро- 


пии подсистемы П. В том случае, если условные ма- 


трицы плотности и при различных у коммутируют 


между собой, из (92) следует | 


— риуЗр рс) Іа ри) Ро (93) 
у 


Понятие условной матрицы плотности позволяет наи- 
более естественным образом подойти и к проблеме пред- 
сказания в квантовой статистике. Действительно, чаще 
всего нас интересует будущее поведение физической си- 
стемы, сведения о значениях динамических переменных 
которой получены опосредованно через взаимодействие 
или даже цепочку взаимодействий с промежуточными 
объектами: квантами света, частицами, веществом фо- 
тоэмульсии и т. д. 

Особенно наглядно это обстоятельство выступает при 
рассмотрении задачи предсказания для переменных по- 
ля: та часть электромагнитной волны, энергия которой 
поглощена антенной приемника или пробной частицей 
и непосредственно воздействует на измерительный при- 
бор, в известном смысле перестает существовать, 
а предсказанию подлежит поведение оставшейся части 
излучения. 

В свою очередь, условная матрица плотности содер- 
жит полное статистическое описание объекта, подверг- 
шегося косвенному измерению, а вычисление ее дальней- 
шей эволюции во времени с помощью уравнения Шре- 
дингера позволяет дать вероятностное предсказание 
значений любой переменной, относящейся к этому объ- 
екту, для любого момента в будущем. 

Обсудим лишь один конкретный пример: косвенное 
измерение энергии гармонического осциллятора, реали- 
зующееся при его взаимодействии с другим осциллятором 
той же частоты. К такой модели мы, например, придем 
при рассмотрении взаимодействия плоской монохрома- 
тической волны с входным резонансным контуром при- 
емника, настроенного на частоту волны. 
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Пусть априорное состояние первого осциллятора опи- 
сывалось равновесной матрицей плотности 


Еа (п) үа | 
ал = ут. Сов бл, о 


а второй осциллятор (входной контур) находился в ва- 
куумном состоянии 


| для т=т’ =0, 
т г , 
О для всех остальных Л.т. 


Тогда, если выбрать оператор энергии взаимодействия 
между осцилляторами в форме (45), действие унитарно- 
го оператора эволюции С (1) на матрицу плотности снова 
сведется к повороту координат (48) и после перехода 
в представление чисел фотонов (2, /) новых осциллято- 
ров получим совместную матрицу плотности (выписы- 
ваем лишь диагональные элементы): 


(#0! — (п) соѕ2 $) ((п) шеф)! 


т ЕЕЕ 


(95) 
где е и /[—номера энергетических состояний (числа 
квантов) оставшейся волны и приемника соответственно. 
Можно слегка обобщить это выражение, учтя квантовую 
эффективность счетчика фотонов 1<1. Для этого доста- 
точно вставить множитель т всюду перед зіп? в (95). 
Учитывая это замечание, запишем безусловную вероят- 
ность регистрации ^ квантов прибором в виде 


Е (тбл) віпг )ё 
(=) ш(, = нн: (96) 
1 


Тогда вероятность наличия № квантов в волне при усло- 
вии, что детектор зафиксировал. /, есть 


«(Е = (2 0)! ((72) соѕ° ф)® (1 + м (п) за? ф)1 
А11 (14 (0) соѕ? ф +- 7 (п) ѕіп? фу" 
Это распределение и содержит исчерпывающую харак- 
теристику того знания об энергии оставшейся волны, 


которое достигнуто в результате рассматриваемого кос- 
венного ‘измерения. Прежде всего, найдем условное сред- 


нев У (А|/), т. е. байесову оценку, позво- 
Е 


(97) 


ляющую принять решение об энергии оставшейся волны 
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по факту регистрации / квантов детектором. Вычисления 
дают 
тум. (п) со52 Ф 
(2 (0) = (1-- 1) Т (п) шо. (98) 
В классике, когда число регистрируемых квантов велико 
п<л>5іп?ф% 1, [>1, приходим к очевидной оценке, не 
зависящей от априорного среднего: | 


(60) = (5) вте. (99) 


Напротив, в квантовой области наличие предваритель- 
ных оценочных данных об энергии измеряемого луча 
оказывается весьма существенным для правильного при- 
нятия решения. Если же априорные сведения практиче- 
ски отсутствуют и заранее мы можем предполагать лю- 
бые (в том числе и сколь угодно большие) значения 
энергии луча, следует воспользоваться полуклассической 
оценкой <А(/) > = (1+ 1)т-ісіс2ф. Любопытно было бы 
исследовать влияние квантовых эффектов на оптималь- 
ную стратегию наблюдателя в процессе накопления «ве- 
дений об ансамбле сигналов при последовательных изме- 
рениях. Однако этот вопрос лежит уже в области теории 
адаптивных систем и выходит за рамки нашего рассмо- 
трения. 

Чтобы оценить точность апостериорной оценки числа 
фотонов в оставшемся луче, вычислим условную диспер- 
сию 


о (0) = У — 0) = (800) 4-07. (100) 
а 


Если зафиксированное число квантов / значительно 
превышает число оставшихся [согласно оценке (98)], то 
0?» (Г) асимптотически стремится к условному среднему 
<^(1>, но не способна оказаться меньше. Напомним, 
что равенство 0%=< >> соответствует пуассоновскому 
распределению, характеризующему излучение полностью 
когерентного источника [32]. В противоположном случае 
([->0) дисперсия стремится к значению <А(/) > 
(<^(0>-1), типичному для равновесного бозе-раслре- 
деления. | | 

Условная дисперсия о?, ([) и среднее <#(1])> вместе 
с / являются случайными величинами, поэтому полезно 
вычислить еще и значение о?һ, усредненное по ансамблю 
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опытов. Сворачивая (100) с (96) по /, найдем 


ср Е ] | 
(20) (0) тту ер 


(101) 


где <0(1) > =2<0(/) >00 (1) = <п>соѕ2ф. Анализ по- 
следней формулы позволяет проследить еще одну важ- 
ную особенность косвенных измерений переменных поля: 
отводя в прибор лишь малую часть излучения, мы тем 
самым производим макроскопическое измерение средних; 
действительные же параметры оставшейся волны оказы- 
ваются известны с небольшой степенью точности. 

Теперь обратимся к теоретико-информационному 
аспекту проблемы косвенных измерений. Все предыду- 
щие соображения относились, по существу, лишь к за- 
дачам предсказания, поскольку условная матрица плот- 
ности содержит вероятностные сведения о тех значениях 
переменных системы, которые могли бы быть получены 
при тех или иных измерениях в будущем. Если же изме- 
рение преследует своей целью получение информации, 
то основной интерес представляет как раз не будущее 
поведение системы, а то состояние, в котором она нахо- 
дилась до редукции. 

На первый взгляд представляется естественным, что 
косвенное измерение переменных МНИ не способно до- 
ставить больше информации, чем может быть получено 
при оптимальном прямом измерении. Математически, 
однако, этот вопрос пока не получил определенного ре- 
шения, хотя он и представляется весьма важным єс прин- 
ципиальной точки зрения. Формальная сторона проблемы 
состоит в следующем. 

Пусть передатчик связывает посылаемые сигналы 
с чистыми состояниями ф, (х) подсистемы І. Макси- 
мальная информация /, которая может быть извлечена 
прямым измерением, получается варьированием по все- 
возможным полным наборам измеряемых переменных: 
[=$ирх/х. Если подсистема П исходно находится в опре- 
деленном квантовом состоянии (и), не зависящем от 
сигнала, то после взаимодействия Ё-му сигналу будет 
соответствовать состояние сложной системы 


Ф, (х, 0) =0, (Ф (2) (07. 


Теперь для извлечения наибольшей информации мы 
должны провести аналогичное варьирование уже по рас- 
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ширенному набору переменных (х, У), причем заранее 
вовсе не очевидно, что искомое максимальное значение 
не превысит прежнее / *). 

Опираясь на понятие дефекта энтропии 9 (35), уда- 
ется установить лишь верхнюю границу количества 
информации, содержащейся в состояниях сложной си- 
стемы. Для этого заметим, что если при передаче сигна- 
лы связываются с состояниями (неважно, чистыми или 
смешанными) лишь подсистемы 1, то ее дефект энтро- 
пии совпадает с дефектом энтропии сложной системы. 
В свою очередь, рассматриваемая нами сложная система 
замкнута, поэтому ее дефект энтропии с течением вре- 
мени не изменяется, как бы ни взаимодействовали между 
собой подсистемы. 

Следовательно, никакие измерения расширенного 
набора переменных (х, у) не способны доставить инфор- 
мацию /(х, у), превышающую дефект энтропии Ф ис- 
ходного ансамбля сигналов-состояний МНИ. Если ма- 
трицы плотности этих состояний коммутируют между 
собой, то информация в исходном ансамбле совпадает 
с его дефектом энтропии и мы сразу получаем решение 
упомянутой выше проблемы в пользу предположения 
о наибольшей эффективности прямого измерения. Одна- 
ко особенно интересен как раз обратный «лучай, когда 
сигналы описываются неортогональными между собой 
волновыми функциями, либо некоммутирующими матри- 
цами плотности. 

Сформулируем еще одно полезное утверждение: 0е- 
фект энтропии подсистемы не превышает дефекта 
энтропии сложной системы. 

Не вдаваясь в детали доказательства, наметим лишь 
его логический путь. Прежде всего заметим, что доста- 
точно доказать наше утверждение для ансамбля, состоя- 
щего всего из двух сигналов, — обобщение на произволь- 
ное их число не представляет принципиальной трудно- 
сти. 


Итак, пусть операторы 0% и р описывают сигна- 
лы-состояния сложной системы, а вероятности посылки 


*) Было лишь показано [27], что если различимость сигналов оце- 
нивать по байесову критерию, то косвенное мзмерение способно 
привести к выигрышу. 

Недавно А. С. Холево получил подобный результат и для ин- 
формационного критерия. '. 
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У < 


этих сигналов при передаче равны соответственно & и 
02. Дефект энтропии системы 


> 06). 2-08) 
= — Зрршр-- № ш,Зрр Јар‘, (102) 


Е=1,2 


где р == 0:00) -|- —р(°). Выделим, как и прежде, подсисте- 
му [Ги запишем для нее матрицы плотности состояний- 


сигналов рб) = ЗВ. тогда дефект энтропии подси- 
стемы 
$, = — Зрр, п Ее В ае. (103) 


Проследим изменение этих величин с изменением 
вероятностей 0< и!< 1; &>=1-—щ. Прежде всего заме- 
тим, что при 1 ==0, 0ә=1 или 0:0, в, =1 будет 

Г: с: 


Для доказательства нашего утверждения теперь доста- 
точно показать, что разность 4) — 9), является выпуклой 
функцией от ®, на интервале (0, 1) или что 4?(9— 
— %,)/а—?, < 0. Вторые слагаемые в правых частях (102) 


и (103) при двукратном дифференцировании исчезают, 
поэтому остается доказать, что 02(5— 51) /402,<0. Для 
сигналов, описываемых взаимно ортогональными вол- 
новыми функциями, доказательство последнего неравен- 
ства тривиально, в других же случаях оно требует до- 
вольно утомительного непосредственного варьирования, 
приводящего, однако, к тому же результату. 

Наконец, выведем еще одно неравенство, имеющее 
отношение к проблеме косвенных измерений и связы- 
вающее значения энтропий подсистем с энтропией слож- 
ной системы. Сначала, как и прежде, обратимся к слу- 
чаю, когда состояние системы обладает волновой функ- 
цией ҸФ(х, у) и, следовательно, $=0. Можно, не 
нарушая общности, считать, что в представлении пере- 
менных х, у матрицы плотности подсистем рхх,, Юуу; 
диагональны. 2 

Тогда из (87) и (89) следует, что условные матрицы 
ПЛОТНОСТИ о И А тоже диагональны, а поскольку обе 
они описывают чистые состояния, то имеют отличными от 
нуля лишь по одному элементу, равному единице. Следо- 
вательно, значения переменных х и у жестко связаны 
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ха (и) == \ ь (х) — () К) 
между собой и р 028 а р ии = 


хла 2А (и (х) 
ОТЛИЧНЫХ ОТ нуля собственных значений матриц р реу 
62 совпадают и подсистемы обладают одинаковыми 


энтропиями 


‚ наборы 


(и) И 


$1=5.2. (104) 
Заметим, что при выводе этого равенства мы нигде не 
потребовали идентичности подсистем [Г и П — они мо- 
гут сколь угодно различаться по своей физической при- 
роде и числу степеней свободы. 

Обобщим этот результат на случай, когда состояние 
сложной системы является смешанным. Для этого на 
время включим в рассмотрение некоторую дополнитель- 
ную подсистему 111 (под которой можно понимать и всю 
остальную вселенную) и будем считать, что сложная 
система, включающая І, П, ПІ в качестве подсистем, 
обладает волновой функцией. Обозначая 5; энтропию 
системы, составленной из Ги П, вводя аналогично $13 И 
523, с помощью (25), можно записать | 


$15225; 541-5322513; 9:53 22923. 


(105) 
С другой стороны, согласно (104), 
$12=53; 513= 82; $28=051. . (106) 
Комбинируя (105) и (106), получаем неравенства 
Е $1—52<53; 52—51 93. (ТО) 


При $5,2>95 нетривиальным является первое из этих не- 
равенств, второе же усиливается очевидным $3>0; при 
552$; все происходит наоборот. Учитывая сказанное и 
возвращаясь к прежним обозначениям, при которых 
$2=5 есть энтропия интересующей нас сложной систе- 
мы, объединим (107) в одно неравенство [28] 


131—521 < $. (108) 


В частности, при $=0 мы снова приходим к (104). 

Любопытно, что (108) вместе с (25) по форме совла- · 
дают с неравенствами сторон треугольника, что позво- 
ляет изображать энтропию сложной системы и состав- 
ляющих ее двух подсистем графически, как показано на 
рис. 6. Если же какая-либо из подсистем (например, 1) 
в свою очередь разбивается на более мелкие подсисте- 
мы, на соответствующей стороне треугольника следует 
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достроить еще один треугольник и т. д. Продолжая по- 
добные рассуждения, можно сопоставить состоянию 
многочастичной системы «энтропийный многоугольник», 
который в случае статистической независимости подси- 
стем вырождается в отрезок прямой. 

Пока, однако, от такого диаграммного изображения 
не видно никакой пользы и оно представляется не более, 
чем забавной математической игрой. 

Выведем одно физическое следствие соотношения 
(108). Речь пойдет о релаксации излучения, находяще- 
гося в идеальном резонаторе. Общеизве- 
стно, что свободное излучение не облада- 
ет самодействием и поэтому может ре- 
лаксировать лишь в присутствии веще- 
ства !(«черной пылинки»). Принято счи- 
тать, что количество поглощающего ве- 
щества в резонаторе сказывается только 
на времени, за которое излучение по сво- 
им спектральным и другим статистиче- 
ским свойствам приближается к равно- 
весному. Тем не менее оказывается, что 
неравенство (108) налагает ограничение и 
на то значение энтропии излучения, кото- 

Рис. 6 рое может быть достигнуто за произволь- 
ное время при конечном объеме пылинки. 

В дальнейшем поглощающее вещество, обусловли- 
вающее релаксацию поля в резонаторе, условно назо- 
вем термостатом. Строго говоря, термостатом обычно 
называют систему с бесконечным числом степеней сво- 
боды и бесконечной теплоемкостью. Мы, однако, будем 
интересоваться физическими ограничениями, возникаю- 
щими именно за счет конечности термостата. 

Для простоты рассмотрим лишь случай, когда исход- 
но и термостат и поле находятся в чистых квантовых 
состояниях; их суммарную среднюю энергию обозначим 
Е. В процессе взаимодействия (которое будем считать 
слабым в обычном смысле) энтропия излучения 5, и 
энтропия термостата т возрастают, причем, конечно, во 
все моменты времени $5,< шах (Е;), т< тһах (Ет). 
С другой стороны, из (108) следует $, =о5т, а из предпо- 
ложения о слабости взаимодействия — равенство Е, + 
+ Ет=Е. Поэтому | 


Эт тіп (пах (Е) ‚ Этшах (Е—Е,) ). 
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Поскольку Ѕ,њәх(Е,) и Зтшах(Ет) являются неубы- 
вающими функциями, то максимальную энтропию, дости- 
гаемую излучением при его взаимодействии с термоста- 
том, можно найти, приравнивая Ѕах(Е,) и Этшах (Е— 
—Е,). На рис. 7 двойной штриховкой отмечена область 
достижимых значений энергии и энтропии системы, вза- 
имодействующей с конечным термостатом. Одинарная 


ААА 
аа 


еее 
ААА 


штриховка соответствует состояниям, достижимым лишь 
при наличии бесконечного термостата. Таким образом, 
излучение может прийти к равновесию лишь при энер- 
гиях, не превышающих Еж из уравнения 
| Злтах (Е т) =Этшах (Е— Е) - 

Пусть исходное состояние излучения является чи- 
стым (например, когерентным) и обладает средней 
энергией Е, а поглощающее вещество исходно находится 
при температуре абсолютного нуля и имеет объем Ит. 
Запишем. 


__ 4 13/4 / ^?У; \14 
$, пах (Е) = 5-Е? (тет) (109) 


Чтобы конкретизировать свойства «черной пылинки», 
будем считать, что она является твердым телом и врас- 
сматриваемой области энергий описывается соотноше- 
ниями Дебая для низких температур, т. е. 
4 п?{/ \ 1/4 
ГР | 
Әг аах Ег) = 3 Е; (т) ў (110) 
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где й — средняя скорость звука. Отсюда найдем макби- 
мально достижимую энтропию излучения в виде 


РО ТЕ Е 3/4 
Зи 7 татат) О 
аата 


В пределе, когда объем поглощающего вещества Ит ве- 
ЛИК, Эт^= тах (Е). В обратном случае Ут=0, из (111) 
получаем 5т=0, т. е. релаксация вообще не происходит, 
что и должно иметь место в идеальном резонаторе. Гра- 


5 
$» тах (Е) 


Ит 


Рис. 8 


фически зависимость $ от Ут при фиксированном У, 
изображена на рис. 8. Разумеется, в реальных условиях 
за достаточно большое время энтропия излучения превы- 
сит предел (111) хотя бы за счет того, что никакой, 
даже сверхпроводящий, резонатор не является абсолют- 
но идеальным. 


Глава 2 


ИДЕАЛЬНЫЙ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЙ 
КАНАЛ СВЯЗИ 


Едва ли будет ошибкой сказать, что наибольшие 
успехи современной техники передачи информации свя- 
заны < использованием одномерных электромагнитных 
каналов связи. Радио, телевидение, передача телефон- 
ных разговоров по проводам и лазерным лучом — вот 
лишь некоторые примеры реализации таких каналов. 


ТО 


При этом понятие одномерности не предполагает непре- 
менно узкой геометрической направленности передачи — 
фронт посылаемой волны может обладать сколь угодно 
сложной формой и любой протяженностью в пространст- 
ве—-важно лишь то, чтобы посылаемые сообщения свя- 
зывались с временными, а не с пространственными ха- 
рактеристиками сигнала. Не будем вкладывать в это 
понятие и каких-либо ограничений на ширину спектра 
частот, используемых при передаче, или на способы мо- 
дуляции. Например, обычный телевизор, способный при- 
нимать одновременно видео- и звуковой сигналы, в на- 
шем смысле является элементом одномерного канала 
связи, если только не использовать сведений о положе- 
нии его антенны для определения местонахождения ие 
редатчика. 

Разумеется, при рассмотрении одномерных каналов 
мы заведомо игнорируем такие важные области, как лЛо- 
кация и статистическая оптика — им будет посвящена 
гл. 4. Кроме того, в реальных условиях сигнал при рас” 
пространении частично поглощается, рассеивается и до- 
полняется шумом — в этой главе мы отвлечемся и от та- 
кого рода процессов, предполагая выяснить лишь прин- 
ципиальные пределы эффективности электромагнитных 
каналов, диктуемые законами квантовой теории. 


1. Матрица плотности одномерного потока излучения 


Классическое свободное электромагнитное поле удоб- 
> 

но описывать с помощью векторного потенциала 4(, Р), 
> 


который при кулоновской калибровке (см. [29]) аіү.0== 0 
удовлетворяет волновому уравнению 


5 
=. 1 р) 
АЯ, 2-90. (1) 
Плотность энергии поля выражается через компоненты 
вектора Й и их производные с помощью формулы 
| ИСУ АЧ -; 
За | (24) +2» ЧУ. (2) 


Интересуясь пока лишь излучением, распространяющим- 
ся вдоль некоторой оси х, будем считать вектор-потен- 


циал ‹4(7, Г) зависящим только от двух переменных 
(х, №. Выбирая на оси х отрезок (--2/2, [/2) и обыч- 
ГА! 


ным образом [29] накладывая на границах этого отрезка 
периодические граничные условия ‹4 (—[./2, #) =.4 (11, 
і), можно записать разложение ик 


= в 2лћс?\1/2 і (Ах — =) Ё) + і (ухе) 0) 
ой, (х, ё) = У е К] [а,е ае · || 
^ | 
(3) 
— 
где А = 2т4/1, А — целые числа, а е, — единичный век- 
тор поляризации. 


Если излучение распространяется не в свободном 
пространстве, а в непоглощающей диспергирующей сре- 
де, или же если иные волноводные свойства канала 
обеспечивают различие в скоростях распространения 
вдоль х волн с различными частотами, то для наших 
дальнейших целей достаточно заменить в формуле (3) 
скорость света с на с И е(о) — эффективные фазовые 
скорости. Мы, однако, этого делать не будем, предпола- 
гая, что при необходимости надлежащее обобщение без 
труда может быть получено самим читателем. 


Подставляя разложение (3) в (1) и вводя канонические 
переменные 9, и р,, связанные с комплексными амплиту- 


дами а, соотношениями 


ЕА т | ‚ ИВю, \ 12 
= (5) (а, +- аз), ру (325) (а, а) (4) 


заменим волновое уравнение эквивалентной ему систе- 
мой уравнений движения совокупности невзаимодейст- 
вующих линейных осцилляторов: 


94). дру 
А е 0, 5) 


Переход от классического описания поля к квантово- 
му состоит в замене переменных 9, р, операгорами 


с наложением коммутационных соотношений [30] 
[9 9, | НР. 05, РУ — 0, [9 Г — 115. (6) 
ИЛИ | 
ану: 
а (7) 
В этой главе мы будем интересоваться излучением, 
распространяющимся лишь в каком-либо одном направ- 
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лении вдоль оси х, чему, например, соответствует в. > 


2>0. Учитывая это замечание, с использованием (2)—(3) 
можно записать оператор полной энергии рассматривае- 
мого поля в виде 


АС 1 т 
Е=- упо, (аба, --а,аў), (8) 
а 


что, конечно, совпадает с гамильтонианом системы не- 
взаимодействующих квантовых осцилляторов. 

Из сказанного должно быть ясно, что для описания 
электромагнитного излучения в формализме матрицы 
плотности Целесообразно сначала изучить различные 
квантовые состояния отдельного осциллятора, чем мы 
сейчас и займемся. | 

1. п-квантовые состояния |п>, представляющие со- 
бой собственные вектора гамильтониана осциллятора 


В |1) = во (о) 0). `(9) 


Записывая оператор Е в координатном представлении Ё = 
І ч р. 
отоу 04 © помощью (9) можно найти вол- 


‚новые функции п-квантовых состояний [31]: 


е 


9 1/4 о ре Зо 
ЫР) = (410) = (т) С") е н, а у) 


где Н„ — полиномы Эрмита. 


Рассмотрение этих состояний позволяет интерпрети- 
ровать а как оператор уничтожения, а а+ — рождения 
фотона, поскольку действие каждого из этих операторов 
на |п> изменяет число квантов на единицу: 


аи) =УИпт-Р1|и-- 1}; ап = руи} 1). (10) 


Являясь собственными векторами эрмитова оператора, 
п-квантовые состояния составляют полный ортогональ- 
ный набор <п|т>=6„т, образуя тем самым необхо- 
димый базис для однозначного изображения любой вол- 
‚ новой функции в энергетическом представлении. 
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9. Когерентные состояния осциллятора |а>, описы- 
ваемые волновой функцией вида 


® \ 1/4 | АЕ ууз р 
(9| ®) = (557 ехр | АЕ (9 у ТРО |2 ) — (шо: 
(11) 
где параметр а, вообще говоря, комплексный. 

Векторы |а2> обладают многими интересными СВОЙ- 
ствами и поэтому в последнее время они весьма широко 
используются в самых разнообразных теоретических ра- 
ботах по квантовой статистической оптике и теории пе- 
редачи сигналов. | 

Во-первых, эти векторы являются наиболее близким 
квантовым аналогом классических состояний осциллято- 
гра с определенными значениями координат и импульсов. 
Действительно, средние значения канонических перемен- 
сных в состоянии | а>> однозначно связаны с парамет- 
ром о: 


Ч) == Е ресор (2ћо)!!? Іш а, (12) 


10] 
а среднеквадратичные отклонения от этих значений 
ћ, йо | 
» а Е (18) 


а о 9 
являются минимальными из возможных, поскольку от- 
вечают знаку равенства в «соотношении Гейзенберга 
(19). Нетрудно заметить, что при переходе к классике 
|а| 22>1 относительные неопределенности значений ко- 
ординаты 041<92> и импульса бр/<р>. В когерентном 
состоянии могут стать сколь угодно малыми. Существен- 
но и то, что с течением времени волновые пакеты (11) 
не расплываются, что нетрудно заключить из уравнения 
Шредингера: 


2 0 "© К р 
т (9193) |а), С) 


приводящего после несложных выкладок просто к зако: 
[ФЕ Д 
ну эволюции параметра &({) = а (0) е’ без изменения ви- 
да волновой функции (11). 
Во-вторых, состояния |а2> могут рассматриваться 
как собственные векторы оператора уничтожения: 
а|а> =@а|о>. (15) 
При этом параметр а приобретает смысл собственного 
значения неэрмитова оператора а и поэтому под дейст- 
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вием всевозможных преобразований, совершаемых над 
переменными электромагнитного поля, комплексные 
амплитуды а трансформируются по тому же закону, что 
и а—в гл. 3 мы неоднократно будем использовать это 
свойство когерентных состояний. 

Являясь собственными векторами неэрмитова опера- 
тора, различные состояния |оа>> взаимно неортого- 
нальны: 


<а|а’> =ехр (19—912), (16) 


тем не менее, они образуют полный набор [32], что по- 
зволяет разложить по ним волновую функцию. Неодно- 
значность такого разложения обычно не слишком портит 
дело, поскольку законы эволюции во времени когерент- 
ных состояний не только отдельного осциллятора, но и 
их системы при наличии линейного взаимодействия, 
чрезвычайно просты. 

Наконец, обратимся к смешанным состояниям-ан- 
самблям. Как отмечалось в первой главе, такие состоя- 
ния не обладают, подобно п-квантовым или когерент- 
ным, волновой функцией, и могут быть описаны Лишь 
с помощью матрицы плотности. Обсудим некоторые 
свойства наиболее часто встречающихся в квантовой 
статистике излучения смешанных состояний осцилля- 
тора. | 

3. Стационарный пуассоновский ансамбль содержит 
векторы |и> с вероятностями, распределенными по за- 
кону Пуассона: 


0 = (пузе- с (17) 


и в координатном представлении описывается матрицей 
плотности 


И чех | | — («И + “5 — 
у е" И) —2 (п)віп' 7 4. (18) 


Важным для нас обстоятельством, следующим из 
свойств пуассоновского распределения, является равен- 
ство между собой среднего значения и дисперсии опера- 
тора числа фотонов | 
= <> —<пр>?= <пр. о (19) 
Отсюда, в частности, следует, что относительная неопре- 
деленность энергии ов/<Е> равна (йо /<Е>)!/? и при 
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переходе в классическую область <Е> » Йо стремится 


к нулю. 


Нетрудно убедиться, · что оператор плотности (18) 


диагонален. в энергетическом представлении, поэтому 


[о, Е]=0 и 40/41=0 в любом представлении, т. е. ан- 
самбль стационарен. 

Укажем еще один путь, приводящий к понятию ста- 
ционарного пуассоновского ансамбля. Для этого введем 
действительную амплитуду А и фазу когерентного со- 
стояния Ф, рсчаи их соотношениями 


== |9 |, Ф = агсір (Іт а/Ре а) 21020) 


и составим ансамбль, в котором амплитуды всех пред- 
ставителей одинаковы и равны А, а любые значения 
фазы равновероятны: 


==} 0(|а| — А,) | а) (а | а?а. 
р д | 8(а| — 44) 1а) («|а (21) 
Записывая волновую функцию когерентного состояния 
в энергетическом представлении 
ааз]? 


оп 
(й |а) =е (оп 
после подстановки в (21) и надлежащего интегрирова- 


ния найдем 


(22) 


(ио |1) = ЫГ. бит, 


т. е. снова получим матрицу плотности пуассоновского 
ансамбля состояний осциллятора. Заметим еще раз, что 
полнота статистического описания, содержащегося в опе- 
раторе плотности, уже исключает возможность с по- 
мощью какого-либо физического опыта установить, име- 
ет ансамбль «когерентное» или «и-квантовое» происхож- 
дение. 

Способ изображения матрицы плотности в виде раз- 


ложения по когерентным состояниям [32, 33], подобный 


(21), 
= (10 (о) |<) (а | аа (93) 
обычно называют представлением Глаубера—Сударша- 


на. Как мы уже отмечали при анализе свойств когерент- 
ных состояний, подобное разложение, вообще говоря, 
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неоднозначно. Более того, весовую функцию (0) дале- 
ко не всегда удается интерпретировать как плотность 
вероятности, поскольку в общем случае она не является 
даже положительно определенной. 

Тем не менее, использование этого разложения по- 
зволяет, с одной стороны, упростить вычисления при ре- 
шении многих задач, а < другой— в ряде случаев 
приводит к наглядной полуклассической интерпретации 
квантовых стохастических процессов. Так, например, 
представление (21) позволяет трактовать пуассоновский 
ансамбль состояний осциллятора поля как случайный 
набор монохроматических волн заданной амплитуды, но 
неизвестной фазы. 

4. Гиббсовский ансамбль представляет собой сме- 
шанное состояние осциллятора, находящегося в тепло- 
вом равновесии с неким термостатом температуры ©. 
Естественно, его матрица плотности диагональна в энер- 
гетическом представлении, а ее элементы получаются 
из распределения Гиббса: 


(п|о| т} = е п) дат. | (24) 


В показателе экспоненты здесь пропущен вакуумный 
член ћ 0/20, который без всякого ущерба может быть 
вынесен в нормировочную постоянную. Нормируя рас- 
пределение (24), а затем обычным образом вычисляя 
среднее число квантов осциллятора поля (фотонов) 


(пу = (е*®® — 1-1, (25). 


можно исключить температуру и переписать (24) в виде 


аа 1 уп, п 
О) Е ет а (26) 


Дисперсия флуктуации числа фотонов в этом состоянии 
оъ = <и> (<п>-+ |, (27) 

а Оаро [22] 
9= (<0> +1)1п(<и> +1 —<и>ш< >. (28) 
Непосредственной проверкой нетрудно убедиться, что 
матрица плотности гиббсовского ансамбля может быть 
представлена в виде ИЯ (23) < весовой функ- 

цией [32] 


І (а) = теу ехр(—[а/(и), 09) 
Т7 


что при полуклассическом рассмотрении позволяет 
интерпретировать такой ансамбль как стохастический 
набор синусоидальных колебаний с гауссовым распреде- 
лением вероятности для амплитуд и полностью неопре- 
деленной фазой. 

Выпишем для справок матрицу плотности теплового 
состояния (гиббсовского ансамбля) осциллятора в коор- 
динатном представлении [18, За 


1014) (т) крав +99 
= 1599 (30) 


где п= <и>/(<п> +1). 

Как мы уже отмечали в гл. |, тепловые состояния 
могут быть определены с помощью вариационного прин- 
ципа из требования максимальности энтропии при за- 
данной средней энергии. Этот принцип позволяет рас- 
смотреть состояния и несколько более широкого класса, 
если вместо средней энергии зафиксировать средние зна- 
чения координаты и импульса <>, <р>>, их диспер- 


] | 
сии 02, оёр и корреляцию —=5<9р+р9>—<49>.<р>>. 


Опуская детальные выкладки, основанные на использо- 
вании уравнения (17) гл. |, приведем лишь конечный 
результат — матрицу плотности такого состояния в ко- 
ординатном представлении: 


6 е | А 4 (с?пс?р — е? ћ? 
(10167) = тот) ер = (а 9) 
‚ 4 (209? їе я. Но А3 А 
-- 99 т а (0—9 ) |. 


20 — (7) є 
4 27 (р) 71 Е 


(9) (0) с2а — (4) (9)° 
Е а од 


В частности, при <9> =<р>=в=0, о2р= о202, ма-' 
трица (31) переходит в гиббсовскую матрицу (24), 
а при 0202р —е2= 12/4 описывает чистые состояния с вол- 
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новой функцией вида 
—1/4 | ћ — 2 
2) ек| (“ув 


/ (9) ‚ (р) а?а — (9) (9)2 
а 9 202 ті 9н Эк 4024 т (32) 


минимизирующие обобщенное соотношение неопределен- 
ности. Если в (32) положить г=0, то мы получим вол- 
новые пакеты с пульсирующей дисперсией, подробно 
исследованные Такахаси [26], которые при 0.=йЙ/25 
переходят в когерентные состояния с амплитудами о = 
= (0/21)'2<д42> +1 (0/2) *<р>. 

Ознакомившись, таким образом, с квантовостатисти- 
ческим описанием состояний линейного осциллятора, 
снова вернемся к рассмотрению поля излучения в одно- 
мерном канале. Наиболее близким аналогом классиче- 


— > 
ского поля, вектор-потенциал «4 которого есть заданная 
функция пространственно-временных координат (х, #), 
является состояние |{о,)), в котором осцилляторы ста- 


тистически независимы и описываются когерентными 
векторами |а,). (Мы, естественно, снова вернулись 


к нумерации осцилляторов индексом А.) Действительно, 
квантовомеханическое среднее по ее состоянию 


(Я (1) =, (00) бе" ое 7") 083) 


подчиняется волновому уравнению (1), а дисперсия э° „= 


= 20° >, (В. ) хотя и бесконечна за счет вакуумных 
рх 


флуктуаций, но (как это ни парадоксально звучит) 

является минимальной из всех возможных и не зависит 

от пространственно-временных переменных (х, {). Эти 

соображения в полной мере справедливы и для напря- 
= > 


женностей электромагнитного поля ©, $, операторы ко- 
торых определены соотношениями | 


> __ \\>. /2^й®.\ 1/2 1 _;:6 
© (х) = уе, | г > (ате ам, 


\ ^ 
Х 


5 > ә. Әпђс?\ 12 Е Р і 
(о = Убе (227 ) е 7%" — ад ауе (а1) 
№ 


Квантовое описание случайного поля с произвольны- 
ми статистическими характеристиками можно построить 
из состояний [а, > при помощи представления Глаубе- 
ра — Сударшана подобно тому, как в классической тео- 
рии случайных процессов статистическое описание зада- 
ется распределением вероятностей над множеством 
функций времени. 

Например, гауссову процессу с произвольным, спектром 
мощности Ё (о,) соответствует весовая функция 


ие, = Ш 0 ер( рых) 89) 
| 


\ 


В частности, для описания равновесного излучения тем- 
пературы в (35) надо положить 


Е (®,) = ћо, (86 ан р^. 


Полная энергия такого излучения в отрезке канала дли- 
ны Ё определится обычным образом (вакуумные чле- 
ны Йә, [2 опущены): 


Ве | = — подо ей (36) 
0 


ћә/Ө _ 12сћ, 


Аналогичным путем при помощи (35) можно вычислить 

и другие статистические характеристики излучения. 
Нетрудно заметить, что в приведенном примере весо- 

ская функция 1У ({а.}) зависит лишь от модулей |а, | коге- 


рентных амплитуд, поэтому матрица плотности в любом 
представлении не зависит от времени, тем самым опи- 
сывая стационарный случайный процесс. С другой сто- 
роны, записывая матрицу плотности такого ансамбля 
сначала в форме (23), а затем переходя к энергетиче- 
скому представлению, в котором состояния нумеруются 
числами фотонов 


(и. } [415 }) = ! |. оа аа ах 
Ре) Ее. Е(®.) + йо 
(37) 
мы без труда убедимся в ее диагональности. 
Можно показать и в общем виде, что любое из сле- 
дующих трех условий может служить достаточным кри- 
терием стационарности случайного волнового процесса: 


80 


1. матрица плотности в любом представлении нё за- 
висит от времени; | 

2. весовая функция разложения Глаубера—Судар- 
шана зависит лишь от модулей когерентных амплитуд; 

3. матрица плотности диагональна в.энергетическом 
представлении. 

Строго говоря, необходимым является лишь первое 
из этих условий, если энергетический спектр системы 
осцилляторов вырожден. С этим обстоятельством мы 
столкнемся, в частности, при рассмотрении излучения 
в трехмерном пространстве — там сильное энергетиче- 
ское вырождение обусловлено наличием осцилляторов 
с совпадающими частотами. 


Заметим, что статистическая независимость осциллято- 
ров поля (распадение ({/,}|о|{т,}) на произведение 
(п, [0, |, )) для стационарности ансамбля вовсе не 


обязательна — в частности, корреляция между энергия- 
ми спектральных компонент стационарного процесса 
может быть отличной от нуля. Что же касается спек- 


— 


тральных составляющих вектор-потенциала 7 ИЛИ 


напряженностей поля, то корреляция между ними в ста- 
ционарном процессе отсутствует как при классическом, 
так и при квантовом описании. 

Для того чтобы доказать это утверждение, а затем 
сформулировать квантовый аналог теоремы Винера— 
Хинчина о связи спектра мощности с корреляционной 
функцией, запишем оператор спектральной компоненты 
напряженности поля 


2.3 ‚ (2пћо, \12 у х 276 
=: ( 7 ) (а+е ^^” —ае ^^”) (38) 


в энертетическом представлении. Отличные от нуля ма- 
тричные элементы 


огло аа 
(п, |8,00| +1) = а 
(39) 


расположены рядом с диагональю, поэтому и произведе- 
АХ ы ы , 
ние операторов 8,0,, при 25е 2' не имеет в энергетичес- 


ском представлении отличных от нуля диагональных 
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элементов. Следовательно, в любом стационарном 
ансамбле корреляции 


К, = ( 8, (28 (х’) ) = $р 8, (х)в, (х) (40) 


окажутся равными нулю. 
Теперь вычислим корреляцию 


Кх — х) = (8) 80)8(0)) = | 
== (8.098, 8,0869) (41) 
ух 


между значениями напряженности поля в различных 
пространственно-временных точках. С помощью (39) 


запишем 
(п, | 6,(%)8,(”)-- 8,7) 1 ), 


что после подстановки в (41) и отбрасывания вакуумных 


расходимостей, пропорциональных сумме У (й®,), даст 
7 


Кх 1) = 5 у По, << п, > с03 (х — х')= 
Ха 


2 | 07 , 

= | Ре) сов 97 (х — хде. (42) 
Нетрудно убедиться, что с точностью до константы тот 
же результат получится и для автокорреляционной 
функции напряженности магнитного поля. Таким обра- 
зом, в квантовой теории, как и при классическом рас- 
смотрении, корреляционная функция флуктуаций поля 
в стационарном потоке определяется Фурье-преобразо- 
ванием спектральной мощности [35]. 


2. Пропускная способность канала без помех 


Применим определение пропускной способности 
идеализированного канала произвольной физиче^кой 
природы, сформулированное в конце $ З гл. 1, к системе 
связи, использующей в качестве материального носите- 
ля сигналов одномерный поток электромагнитного излу- 
чения. В правомерности такого применения убедиться 
нетрудно: достаточно дополнить предположение об от- 
сутствии помех допущением возможности генерировать 
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любые состояния поля при передаче и проводить изме- 
рение любого полного набора переменных в процессе 
приема, как мы получим все необходимые атрибуты 
идеализированного канала. 

Найдем пропускную способность электромагнитного 
канала при заданной спектральной мощности излуче- 
ния. Для этого сначала вычислим максимальную энтро- 
пию излучения в отрезке (—//2, [/2), зафиксировав 
средние значения энергий спектральных компонент Е, . 


Как отмечалось выше, максимум энтропии каждого из 
осцилляторов $, в этом случае достигается на гиббсов- 


ской матрице плотности (26) и определяется формулой 
(28), а матрица плотности всего излучения распадается 
на произведение по осцилляторам, поэтому искомый ре- 
зультат получается простым суммированием 


5 100%) О (06) 0 — (в) (ву, (3) 
У 
где (0) = Е, /®.. Считая Г достаточно большим и обыч- 


ным способом переходя от суммирования к интегриро- 
ванию [36], перепишем (43) в виде 


зе [8001-5 85) а (+18 


(44) 
Спектральная мощность излучения здесь, как и прежде, 


определяется при переходе от суммирования к интегри- 
рованию в выражении для полной энергии 


Е= ув, = У и, (и) = | Е(ә)дә, ” (45) 
^ рх 


где Т=Г/с — время прохождения излучения через рас- 
сматриваемый отрезок канала. 

Если передатчик посылает сигналы непрерывно, то 
время т между посылками сигналов длины Ї совпадает 
с их длительностью Т, поэтому пропускная способность 


с ( Е (1а у) НН | 4. 46) 


6 | 83 


Эта формула и послужит нам предметом дальнейшего 
анализа. 

Прежде всего выясним, какое спектральное распре- 
деление энергии в сигнале обеспечивает максимум про- 
пускной способности при заданной средней мощности 
Р=Е/Т. Варьируя (46) с условием (45), нетрудно убе- 
диться, что этот максимум достигается на равновесном 
спектре 


Е(®) = ђе{ехр [ә(тй/12Р)]? — 1) -: (47) 


и равен [37] 
1282 | 
сту 80 (48) 


Таким образом, для передачи в единицу времени макси- 
мальной информации посредством излучения ограничен- 
ной средней мощности следует воспользоваться таким 
способом модуляции сигнала, который придал бы ему 
статистические свойства теплового излучения. 

Можно записать равновесное спектральное распре- 
деление (47) и в более привычной форме, если ввести 


эффективную температуру 9 = И 12®Р/т. Тогда 


Ев) = фо (е?°/00ф — |): (49) 
и (48) перепишется в виде | 
Е РЕТ 20,/ бй. (50) 


Обсудим вопрос о минимальной энергии, необходи- 
мой на передачу одной натуральной единицы (нита) 
информации Ешш. Легко заметить, что величина этой 
энергии определяется отношением средней мощности 
т Р к пропускной способности Сах, поэтому 
37 5 


З ЗАР 

Еа = 2-С, = | аы (51) 
Из этой формулы следует, что в принципе возможно 
передавать информацию с помощью сколь угодно ма- 
лой энергии, если удовлетвориться малой пропускной 
способностью и, следовательно, сколь угодно большим 
временем передачи. Если же мы захотим передавать 
сведения быстро, то энергетическая цена информации 
возрастет. Таким образом, срочность сообщения непре- 
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менно оплачивается самой устойчивой валютой 
в мире — энергий или, точнее, работой. Сколь, однако, 
малой может оказаться эта плата, видно из следующего 
примера. Для того чтобы передать всю информацию, 
содержащуюся в этой книге (примерно 3-10$ нит), *) за 
| с., было бы необходимо ЕВ работу всего лишь 
в 10-2 эрг. 

Даже без детального анализа ясно, что существую: 
щие системы связи весьма далеки от этого предела. Не 
говоря уже о том, что в реальных условиях передача 
ведется на фоне посторонних шумов, едва ли возможно 
средствами сегодняшней техники реализовать приемо- 
передающую систему, одновременно использующую весь 
мыслимый спектр частот электромагнитного излучения. 
Напротив, традиционное применение резонансных 
устройств приводит нас к обратному — к понятию узко- 
полосного электромагнитного канала. 


3. Узкополосный канал 


Итак, рассмотрим одномерный канал, спектральная 
мощность излучения в котором Ё(®) заметно отлична 
от нуля лишь в узком интервале частот ширины В 
вблизи частоты о В, а внутри этого интервала изме- 
няется достаточно медленно, чтобы ее без большой по- 
грешности можно было считать постоянной. При этих 
предположениях, интегрирование по частотам в форму- 
лах (45), (46) заменится простым умножением на В и 
МЫ в | 


сыне) нача) вә 


При анализе этого выражения может. показаться, что 
пропускная способность неограниченно растет с уменьше- 
нием основной частоты о. На самом деле, при малых 0 
просто нарушается условие В «о и наше рассмотрение 
становится неправомерным, пропускная же способность 
при заданной мощности не может превысить предельно- 
го значения (48). 

Попытаемся при помощи формулы (59) оценить по- 
тенциальные возможности, открывающиеся перед тех- 
никой связи с проникновением в область все более вы- 


*) Разумеется, без учета избыточности и неизбежных О 
оценить которые предоставляется читателю. 
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соких частот. Прежде всего, заметим, что величина С 
монотонно убывает с увеличением о, как это графически 
показано на рис. | для различных значений параметра 
2=Р/ВВ. | 
На первый взгляд, этот результат может показаться 
странным, поскольку общеизвестно, что увеличение 
основной частоты передатчика неизменно приводит 
к выигрышу — так современное 
р _ телевидение стало возможным 
лишь после освоения УКВ-диа- 
пазона радиоволн. Причина 


этого мнимого недоразумения 
проста — предположение о не- 
| изменности ширины полосы с 
увеличением о далеко не соот- 
ветствует реальному положе- 
нию вещей. 
Дело в том, что почти вся 
| современная техника беспрово- 
ЕО 


лочной связи основана на ис- 
пользовании резонансных 
Рис. 1 устройств для генерации и де- 
тектирования сигналов. Важ- 
ной характеристикой таких устройств, остающейся по 
порядку величины практически неизменной для всех уча- 
стков электромагнитного спектра, является добротность, 
или же обратная ей величина — относительная ширина 
резонансной полосы ё = В/о. | 
Из сказанного ясно, что для наших целей полезнее 
проследить зависимость С от о при постоянных Р и 0, 
переписав (52) в виде 


д 27Р ћо?2д 2р 
с [взр (1 +) а (1 ва ) |. (53) 


Как можно видеть на рис. 2, изображающем эту зависи- 
мость графически, пропускная способность достигает 
максимума на некоторой частоте, значение которой за- 
висит от величины отношения Р/б. Например, при ё= 
—10-? и мощности излучения, регистрируемого прием- 
ником Р=10-8 Вт, этот максимум достигается на часто- 
те о ғ 106 рад/с, т. е. в оптическом диапазоне. Дальней- 
шее увеличение основной частоты передатчика способно 
лишь уменьшить С, если только одновременно не увели- 
чивать посылаемую мощность. 
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`Таким образом, становясь все более заметной при 
переходе к высоким частотам, квантовая природа излу- 
чения накладывает все большие ограничения на воз-. 
можность передачи сигналов, тем самым уменьшая про- 
пускную способность кана- 
ла. По этой причине сле- 
дует признать чрезмерно 
оптимистичными прогнозы 
некоторых авторов популяр- 
ных статей, связывающих 
прогресс техники будущего 
с освоением вслед за оптиче- 
ским рентгеновского, а за- 
тем и у-радиационного диа- 
пазонов электромагнитного 
спектра. Е 19 

Найдем асимптотический Рис. 2 
закон, по которому изме- 
няется пропускная способность узкополосного канала 
в предельно квантовом случае высоких частот или ма- 
лых мощностей, когда Р« йЙе®В. Полагая в (52) 


жрР ӘР — 
(1+ вв) = ћоВ ° 


получим 
12, ћә Ве 
(Се — п! Бора (54) 
а (53) при тех же предположениях примет вид 
| Р ћо2де 
кв = р Шр: (99) 


Сравнивая формулу (54) с результатами $ 3 гл. 1, лег- 
ко убедиться, что эта формула в точности совпадает 
с выражением для пропускной способности корпуску- 
лярногс канала. Теперь, наоборот, рассмотрим квази- 
классический случай, когда мощность, пересчитанная на 
ширину полосы в | рад/с., существенно превышает энер- 
гию кванта Йо. Разлагая первый член формулы (52) 
в ряд, а во втором пренебрегая единицей под логариф- 
мом, найдем 


В 
Скл = Ш. (56) 
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Отметим сходство этого выражения с формулой Шен- 
нона [1] 


С=-. (| РМ), (57) 


определяющей пропускную способность непрерывного 
классического узкополосного канала с гауссовым шу- 
мом мощности М. Действительно, при большом отноше- 
нии сигнал/шум выражение (57) принимает вид 


С => ШРИМ, (58) 


формально совпадающий с (56), если в последнем вве- 
сти эффективный квантовый шум, определив его мош- 
ность в полосе В как 


что соответствует спектральной мощности Ё (о) =Йю/е. 

Поскольку на практике посторонние шумы чаще все- 
го имеют тепловое происхождение, для удобства сравне- 
ния полезно ввести и эффективную спектральную тем- 
пературу квантового шума 


Өк = Бъ (е 1). (60) 


Например, на частоте гелий-неонового лазера (®= 
223-10'% рад/с) это составляет примерно 3.10-12 эрг или 
2-10* К. Таким образом, даже если с помощью такого 
лазера вести передачу сигналов на фоне солнечного 
диска (температура около 6.103 К), то пропускная спо- 
собность будет лимитироваться по существу лишь кван- 
товой природой излучения. 


4. Канал с амплитудной модуляцией 


Выяснив предельные возможности одномерных фо- 
тонных каналов, перейдем к обсуждению конкретных 
способов модуляции и приема. Для описания процедуры 
амплитудной модуляции сигнала снова вернемся к за- 
даче о частотно-временном представлении поля, рассмо- 
тренной в первом параграфе этой главы, но обсудим ее 
в несколько иной интерпретации. 

Итак, если мы наблюдаем в одномерном канале 
электромагнитный сигнал длительность Т, то при над- 
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лежащем выборе граничных условий собственные часто- 


ты поля квантованы соотношением о, =2л//Т (А це- 


лое число). Физически это означает, ‘что наблюдение 
в течение времени Т позволяет уверенно различить 
спектральные компоненты сигнала с частотами, отстоя- 
щими друг от друга не менее, чем на 2л/Т, или же, что 


между временем наблюдения и частотой существует 
соотношение неопределенности 
АТАЛо 227, (61) 


хорошо известное в теории рядов Фурье. Простейшей 
физической иллюстрацией этого соотношения может 
служить набор резонаторов, каждый из которых на- 
строен на свою частоту: чем выше добротности резона- 
торов, тем детальнее они способны проанализировать 
спектр, но тем больше и времени потребуется для насы- 
щения каждого из них при взаимодействии с волной. 

Соотношение (61) позволяет сопоставить степеням 
свободы излучения (осцилляторам поля) ячейки площа- 
ди 2л на частотно-временной плоскости (о, Т), как 
показано на рис. 3. 

Представление поля набором осцилляторов естест- 
венным образом перекликается и с хорошо известной 


Рис. 3 


в классической теории случайных процессов теоремой 
отсчетов [38], утверждающей возможность полного опи- 
сания сигнала длительности Т в полосе В при помощи 
ВТ/п непрерывных переменных. В; самом деле, состоя- 
ние классического осциллятора однозначно определяет- 
ся заданием пары канонических переменных — коорди- 
наты и импульса, поэтому полное их число для сигнала 
будет равно просто удвоенному числу осцилляторов 
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2ВТ/2л, как и требует теорема отсчетов. Однако в кван- 
товой теории поля дело обстоит значительно сложнее, 
поскольку существует, вообще говоря, бесчисленное 
множество полных наборов переменных, одинаково при- 
годных для описания состояний осциллятора. 

Таким образом, сигнал длительности Т в полосе В 
содержит ВТ/2л степеней свободы. Поскольку при этом 
соотношением (61) фиксирована лишь площадь каждой 
из ячеек, то мы можем различным образом выбирать 
значения АТ и До, переходя тем самым от частотного 
представления сигнала к временному и обратно. 

Сейчас мы не будем анализировать преобразования 
переменных поля, порождаемые таким переходом, как 
не будем подробно вдаваться и в обсуждение пределов 
применимости частотно-временного описания — эти во- 
просы будут рассмотрены в следующей главе. Заметим 
лишь, что для сохранения правомерности представления 
о фотонах как об элементарных возбуждениях поля мы 
не должны выбирать времена АТ слишком малыми — 
они во всяком случае должны значительно превышать 
периоды колебаний 2л/® для всех частот ®., присут- 
ствие которых в спектре сигнала существенно. 

Рассмотрим теперь электромагнитное сообщение до- 
статочно большой продолжительности Т в полосе В и 
выберем частотно-временное разбиение ЛТ=2л/В, при 
котором в каждой из вре- 
менных ячеек можно считать 
возбужденным лишь один 
осциллятор поля. Если теперь 
предположить, что передат- 
чик независимо задает со- 
стояние каждой из этих яче- 
ек-осцилляторов, а переда- 

Рис. 4 ваемое сообщение связывает- 

ся лишь с их энергетически- 

ми характеристиками, то получим вполне удовлетвори- 
тельное описание амплитудно-модулированных сигналов. 
Строго говоря, эта модель способна описать лишь сиг- 
налы с прямоугольной модуляцией, типичная форма 
огибающей для которых изображена на рис. 4, но для 
большинства оценочных выводов, которые мы намере- 
ваемся здесь получить, это обстоятельство не слишком 
существенно, 
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Предположим также, что приемник согласован с пе- 
редатчиком в том смысле, что способен точно измерять 
энергию. излучения, заключенную в тех же временных 
ячейках АТ=2л/В, что и при передаче. По существу, 
именно к такому согласованию всегда стремятся конст- 
рукторы широковещательных радиоприемников, выби- 
рая частотную характеристику входного контура: она не 
должна быть слишком острой, чтобы не «зарезать» бо- 
ковых частот и тем самым не исказить тембр передавае- 
мого звука, но не должна быть и слишком широкой, 
чтобы по возможности отстроиться от соседних станций 
и природных помех. 

Прежде всего, рассмотрим случай, когда передатчик 
способен точно задать энергию каждой ячейки, тем са- 
мым всякий раз генерируя л-квантовое состояние соот- 
ветствующего осциллятора. При этом вероятность 
посылки каждого из этих состояний ш„ будет характе- 
ризовать статистические свойства сигнала. Интересуясь 
лишь стационарными ансамблями, будем полагать, что 
распределение 0» одинаково для всех временных ячеек. 
Учитывая, что ячейки-осцилляторы, по предположению, 
независимы, запишем энтропию ансамбля сигналов дли- 
тельности Т в виде 

= — => Уо, ши. (62) 


п 


Поскольку при наших допущениях и состояния осцилля- 
торов поля, создаваемые передатчиком, и состояния, 
фиксируемые приемником, обладают волновыми функ- 
циями и составляют один и тот же ортогональный на- 
бор, то количество переданной информации /=$, а ско- 
рость передачи данных 


В 
в=-—-- Уо. п. (63) 


Легко заметить, что максимум этой величины при 
фиксированной мощности передачи Р достигается на 
распределении 


@ и = (1-- 2*Р/фоВ)-\[2*Р/(2*Р --- фоВ)|" 
и равен пропускной способности узкополосного канала 
С (52). Таким образом, частотное и временное пред- 
ставления узкополосного фотонного канала в информа- 
ционном смысле эквивалентны между собой. Заметим, 


ЭН 


Что в настоящее время способ генерации п-квантовых со- 
стояний поля вообще неизвестен, поэтому полученный 
результат кроме чисто академического представляет 
интерес лишь как принципиальный предел эффективно: . 
сти реальных устройств *). 
Поэтому с практической точки зрения значительно 
более важным представляется случай, когда передатчик 
задает не чистые, а смешанные состояния осцилляторов 
поля, т. е. обладает собственными шумами. Для канала 
с амплитудной модуляцией и приемом, основанном на 
счете фотонов, статистические свойства этих шумов до- 
статочно характеризовать условным распределением 
и (п| <п>), где п— число фотонов, зафиксированное 
приемником, а <п>> — среднее число фотонов в ячейке 
для данной реализации. Таким образом, посылаемые со- 
общения связываются со средними значениями <и> 
в каждой из, ячеек. Если 0(< л>) — вероятности посы- 
лок этих сигналов при стационарной передаче, то без- 
условная вероятность принять п фотонов в ячейке 


он = ( а((и)) аи (п) (п), (64) 


а скорость передачи данных 


в=->- – Уо. па» - 


га Г 0((2))а (л) У “(п | (п)) 1а (т | (п)) |. (65) 


Из структуры этой формулы видно, что при задан- 
ных статистических свойствах источника сообщений 
и (<п>) и его шумов в (п| <п>) скорость передачи 
определяется лишь шириной полосы В и безусловным 
средним <п> = | <п>(<п>)4<п> или же одно- 
значно связанной с ним мощностью излучения Р= 
=й о<п>. В/2л. При анализе конкретных ситуаций 
для краткости записи мы чаще всего будем выражать 


“> Б. Я. Зельдович указал автору на принципиальную возмож- 
ность реализовать такие состояния при косвенной редукции за счет 
параметрического распада фотонов в нелинейной среде (см. 
Б. Я. Зельдович, Д. Н. Клышко: Письма ЖЭТФ, т. 9, вып. 1, 1969). 


92 


все величины через <п>, предполагая, что зависимость 
от Р может быть получена простой подстановкой 
(п) = 2=Р/веВ. 


Рассмотрим случай, когда собственные шумы пере- 

датчика описываются распределением Пуассона 

ш(п| (п) = е" (пуп! 
С такой ситуацией мы, например, сталкиваемся, исполь- 
зуя для передачи излучение когерентного источника; 
тогда «ий_> есть просто квадрат модуля «мгновенного» 
значения *) когерентной амплитуды о на выходе модули- 
рующего устройства. 

Если теперь передатчик посылает. эти сигналы-со- 
стояния с вероятностями МИ. то приемник, изме- 
ряющий числа фотонов, за достаточно большое время Т 
извлечет ЕЕЗ 


[= Ж) Ша — (66) 


= (0 + | «(паи [ (0) а (и) —е и Ч ши | 


где =] (И) ("| <">)4<п> — безусловная 
вероятность приема и а в ячейке для всего ан- 
самбля сигналов. 

Оценим при заданной мощности Р скорость передачи 
данных А для ансамбля, обладающего статистическими 
свойствами равновесного, когда 


ПЕЕ УК | 
ш((л)) = е АКР (67) 
Подставляя (67) в (66), найдем 


ОР Вю) а ехр | () (1 +) 


п ] | —— == 
х у и пи Ци) — (пў = + 0,423 и], (68) 


где С(Р, В, о) — пропускная способность узкополосного 


канала (52), а <п>= [| <п>и(<п>)4<п> — без- 
условное среднее. Исследуем это выражение в квази- 


*) Его можно ввести для каждой из ячеек при выполнении все 
того же условия ЛТ»2л/ю. 
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классическом пределе <п>»1. Пропускная способ- 
ность примет вид (56), а для оценки второго члена 
в правой части (68) заметим, что при <п> 21 основ- 
ной вклад в интеграл дадут большие значения параме- 
тра <п>>, поэтому сумму по п можно обычным спосо- 
бом заменить интегралом, представив п! по формуле 
Стирлинга как 


п! = И Эти” ет п, (69) 


Учитывая сказанное, перепишем (68) применительно 
к нашему случаю в к 


Е г П (е А20) ‚577 ). (70) 


К несколько лучшей оценке, а однако, от 
(70) лишь на аддитивную постоянную 1/›(1,577—1п 2л), 
мы придем, если вместо (67) выберем входное распре- 
деление вида 


— (п) 1 иу 
#((п)) = С (67а) 


Для сравнения различных способов модуляции и 
приема сигналов в узкополосном канале удобно ввести 
эффективность т, определив ее как отношение скорости 
передачи данных к пропускной способности: 

п А/С. (71) 
Таким образом, в квазиклассическом пределе Р»Й В 
эффективность ў системы связи, использующей для пе- 
редачи сообщения излучение когерентного источника, 
способ модуляции, придающий сигналу статистические 
свойства теплового поля в полосе В, и счетчик фотонов 
в качестве приемника приближается, к значению 1/2. 

В противоположном — квантовом предельном случае 
ИИ при суммировании по п в формуле (68) можно 
оставить лишь два первых члена и мы получим 


Кк ='0,423 (В/2*т)(п). (72) 


Нетрудно видеть, что при этом эффективность 1 
с уменьшением мощности сигнала Р стремится к нулю 
как [1—1п (27Р/ћоВ) |- | 

Ниоткуда, однако, не следует, что способ модуляции, 
придающий излучению когерентного источника стати- 
стические свойства равновесного, является в этом слу- 


94 


чае наилучшим, как это имело место для передатчика, 
генерирующего И-квантовые состояния. Напротив, 
интуитивно представляется очевидным, что при относи- 
тельно больших флуктуациях энергии в каждом из по- 
сылаемых сигналов и малой мощности выгоднее, напри- 
мер, сосредоточивать эту мощность в редких коротких 
импульсах, связав посылаемое сообщение со значениями 
интервалов времени между их посылками. Естественно, 
что при этом «входное» распределение и(<п>) будет 
совсем иным, нежели определяемое формулой (67), 
а диктуемое им ©һ будет сильно отличаться от равно- 
весного. 

Чтобы проанализировать это предположение, будем 
считать, что в каждом из посылаемых импульсов дли- 
тельности 27л/В заключена одинаковая энергия Е. али х 
распределение в сообщении таково, как если бы интер- 
вал времени между посылками был распределен макси- 
мально случайным образом с математическим ожида- 
вием т, выбранным из условия (т-+2л/В)Р=Ет= 
—Й о<п»„>. Этим предположениям соответствует ста- 
ционарный ансамбль сигналов с 26-образным распреде- 
лением [39]: 


а) (1 0) (и) (п) — (вн). 03) 


Найдем асимптотическое поведение скорости передачи К 
при малых <п> и фиксированном среднем числе фото- 
нов в одиночном импульсе <«иИт>. Используя (66), за- 
пишем с точностью до членов <п2>/<пъ2> включи- 
тельно 


Кап) 2 


і: а(п) 


н [ 5° 001 — а) ашаб) |), (1%) 


ге а= (1 — е“ )/ (пл). Легко заметить, что при (п)< 
«1 основной вклад в это выражение дает член 
—а<п>ш<п>. Поэтому предельное значение эффек: 
ТИВЧОСТИ 
пе КС 0. (79) 

п) —0 
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В свою очередь, а достигает единицы асимптотиче- 
СКИ, если <Ит>—>0. Таким образом, при малой сред- 
ней мощности излучения можно сколь угодно прибли- 
зиться по эффективности к идеальному каналу даже 
при наличии собственных 
шумов передатчика, посылая 
импульсы достаточно малой 
энергии. Заметим, что та- 
кая передача по существу 
предполагает кодирование 
сообщения последователь. 

Рис. 5 ностью двоичных символов, 

при котором наличию или 

отсутствию импульса в ячейке сопоставлены, например, 
символы 1 и 0 соответственно (см. рис. 5). 


Разумеется, при фиксированном < п> мы не можем 
выбирать <Ит> сколько угодно малым, поскольку 
тогда нарушилось бы условие «пт» > о делающее 
применимой формулу (74), однако при <п> «1 наши 
выводы останутся в силе хотя бы качественно. 

Более точную оценку поведения эффективности 
импульсного фотонного канала с малыми средними чис- 
лами заполнения <п> можно получить, если с умень- 
шением <и>> уменьшать и <«ИЙт>, но более медленно, 


например, по закону п <п>|-!. Подобные вычисления 
проделаны в работе [13] и приводят к результату 


К = = (— (п) а (и) — (и) 1а 1а (0) (76) 


Что касается канала с большими числами заполне- 


ния <и> #1 (квазиклассический случай), то для него 
способ модуляции, придающий ансамблю сигналов свой- 
ства теплового излучения и обсуждавшийся нами ранее 
(68), (70), близок к оптимальному, для которого в свою 
очередь справедлива оценка 


Р = (В/2т) 1а (п). (77) 
Эта оценка приводит в классическом пределе <п> % 1 
к тому же значению эффективности ў = 1/2, что и фор- 
мула (70). Теперь вкратце рассмотрим случай, когда для 
передачи сигналов используется излучение теплового 
источника: 


< 
— 
[е] 
— 
ть 
«ә 
>) 
— 
< 
—з 


| Я 1 (п) п 
(у = аут (Т) хх. 
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Обсудим сразу же возможности импульсной передачи 
в канале с <и> < 1. Используя опять 26-образное рас- 


пределение ш (< п>>) (73), при помощи (66) получим 
формулу, которую можно записать снова в форме (74), 
но с а= (1+<и»>)-!. Такое подобие формул, получен- 
ных при совершенно различных предположениях о ха- 
рактере шумов передатчика, не случайно. По существу, 
величина а<иИт> в обоих случаях представляет собой 
просто вероятность регистрации посланного импульса, 
сводящейся к приему одного или более фотонов. Легко 
сообразить, что при двоично-импульсной передаче зна- 
ния этой вероятности (или вероятности пропуска 
импульса |—а<И„>) вполне достаточно для исчерпы- 
вающей характеристики канала. 

Следовательно, предельное значение эффективности 
по по-прежнему равно а, и поскольку Шт (14) "1 

хэ 


к этому случаю применимы все основные выводы, сде- 
ланные при <п> «1 для передатчика с пуассоновским 
собственным шумом. Если же мы снова будем умень- 
шать «Иж вместе с уменьшением мощности передат- 


чика, сохраняя условие <п„>»<п>, то придем 
к оценке [40] 


К = — (В/2т)((п) 10 (п) -- (п) а [1а (п) [-- (")). (79) 
Примечательно, что вопреки интуитивному убежде- 
нию в большой роли собственных шумов передатчика 
при малой мощности, проведенные расчеты привели нас 
к обратному: к выводу о том, что в квантовом пределе 
эти шумы независимо от их свойств практически неощу- 
тимы, поскольку скорость передачи данных асимптоти- 
чески достигает пропускной способности. Причина этого 
кажущегося недоразумения состоит в том, что квантовая 
природа излучения здесь становится настолько сущест- 
венной, а пропускная способность С настолько быстро 
падает с-уменьшением мощности передачи, что по суще- 
ству никакой шум (в разумных пределах, конечно) уже 
не способен заметно ухудшить положение. 
Определенный практический интерес для канала 
с тепловым источником представляет и противополож- 
ный случай <и> »1. Однако здесь мы сталкиваемся 
с большими математическими трудностями не только 
при отыскании оптимального распределения (<>), 
но и в процессе вычисления Ю для большинства кон- 
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кретных ситуаций. При необходимости такой расчет мо- 
жет быть проведен численными методами на основании 
формулы (66) с ®(п| <п>), распределенной по закону 
Гиббса. В работе [40] найдена лишь асимптотическая 
оценка максимальной скорости передачи 


`В < (В/2=) (ш 1а(иў — 1), (80) 


которая, к сожалению, не носит конструктивного харак- 
тера, но позволяет заключить, что при <«и>-—оо 


п-квантовые сигналы, 
квазиравновесная модуляция 


каналы с пуа ссоновским 


—-——_-- квазиравновесная модуляция 
источником 


———— оптимальная модуляция 
------- канал с тепловым источником 


Рис. 6 


эффективность системы связи с тепловым источником 
убывает к нулю. 

Поведение эффективности различных каналов 
с амплитудной модуляцией, обсуждавшихся в этом 
параграфе, в зависимости от среднего числа фотонов на 
одну степень свободы поля <п> =2п Р/В ®В’ графиче- 
ски изображено на рис. 6. Разумеется, эти кривые могут 
претендовать лишь на качественное соответствие реаль- 
ности — они получены просто интерполяцией на проме- 
жуточную область наших асимптотических оценок при 
<п> «1 и <п> 21, поскольку в общем случае задача 
об оптимальном режиме амплитудной модуляции для 
фотонного канала еще ждет своего решения, 
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5. Когерентные сигналы 


Обсуждая канал с амплитудной модуляцией и счет- 
чиком фотонов в качестве приемника, мы уже слегка 
коснулись вопроса о возможности использования “коге- 
рентных состояний поля |{а,}) для передачи информа- 


ции. При этом выяснилось, что в квазиклассическом 
пределе счет фотонов (или измерение абсолютных зна- 
чений когерентных амплитуд А, =|а.|, что то же са- 


мое) позволяет реализовать лишь примерно половину 
пропускной способности канала. Характерно, что при 
таком способе приема совершенно бесполезно связывать 
какие-либо сведения со значениями когерентных фаз 
Ф =агсіс Іт а/Кеа, поскольку энергочувствительный 


приемник, согласованный с передатчиком по времени и 
пс частоте, все равно их не зарегистрирует. 

Посмотрим теперь, как изменится ситуация при дру- 
гих способах приема. Итак, пусть сигнал длительно- 
сти Т представляет собой набор когерентных состояний 


|а, > осцилляторов поля с частотами ? ~, (здесь мы 


уже не будем фиксировать тот или иной конкретный 
способ частотно-временного разбиения). 


Следовательно, сигнал однозначно характеризуется зна- 
чениями комплексных амплитуд осцилляторов а, = АЖ 


Жехр((Ф.), а статистические свойства источника сообще- 


ний — распределением вероятностей посылки 0(а,) = А, 0(А,, 
Ф,). Если еще потребовать стационарности ансамбля сигна- 
лов, то это распределение будет зависеть только от действи- 
тельных амплитуд 4,. Это, конечно, не означает, что с 
фазами Ф, не связываются никакие сведения: напротив, 
просто все значения фаз равноправны и одинаково часто 
используются при передаче. Кроме того, мы будем пред- 
полагать, что №({а,}) зависит от всех а, одинаковым 
образом. При чисто «временном» разбиении АТ=2л/В 
это предположение вытекает уже из требования стацио- 
нарности, а при «частотном», когда ®,=2л/^/Т, оно 
означает, что все спектральные компоненты сигнала 


в полосе В равноправны и в среднем несут на себе оди- 
наковые энергии и количества информации. 
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Согласно результатам $1 этой главы, вероятнобти 
значений энергии йәл, каждого из осцилляторов при за- 


данном сигнале {а} распределены по закону Пуассона: 


ЕН 
ш(л,| а) = 


———————— 8] 

п! 5 ( ) 
а соответствующие безусловные вероятности для всего 
ансамбля 


а. 122—1 <) |? 
(л) иар, (82) 


что позволяет выразить мощность излучения передатчи- 
ка непосредственно через распределение (49, }): 


ћоВ . ћоВ 
В 5 аиа) Па, (83) 
^ 


Как и прежде, рассмотрим сперва ансамбль сигна- 
лов, обладающий статистическими свойствами равно- 
весного излучения, чему соответствует 


Ра ау 
р ер (у) (81) 


и сравним ии различных способов приема. 
Напомним, что согласно результатам предыдущего 
параграфа, измерение энергий осцилляторов йо, п, в та- 


ком ансамбле обладает информационной эффектив- 
ностью, приближающейся к 1/2 в классике и падающей 
к нулю при ПГ 

Теперь оценим эффективность измерения координат 
9. осцилляторов. Вспомнив, что в когерентном состоя- 


нии координата осциллятора распределена по гауссов- 
скому закону 


оқ Г) = 1а) = (8) У Уе), в) 


а в равновесном ансамбле — по закону (30) 


од) = [5-0 900) | ер Г), (86 


(1 + 2(п)) 
получим 


к= 21101200). (87) 
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Заметим, что координата 4, Являясь непрерывной пе- 
ременной, не может быть подвергнута точному прямому 
измерению. Поэтому полученный результат следует 
интерпретировать лишь как предел возможностей над- 
лежащим образом сконструированного косвенного изме- 
рения. 

Сравнивая (87) с (52), нетрудно видеть, что в квази- 


классике <п> »1| измерение координат 9, обеспечи- 


вает скорость передачи данных, лишь на аддитивную 
постоянную 1,577—114л, отличающуюся от Юкл (70), 
получаемой при счете фотонов, что ведет к тому же 
предельному значению эффективности {»=\'/. В кван- 
товом случае величина А в (0,423)! раза 0 428 => 
= С — постоянной Эйлера) превышает Ккв (72); эффек- 
тивность == Ши А/С также стремится к нулю 
(п) >0 

с уменьшением мощности сигналов. 

Как мы отмечали выше, согласованный энергочувст- 
вительный приемник полностью нечувствителен к фазам 
частотно-временных компонент сигнала. В этой связи 
любопытно выяснить, какую информацию о значении 
фаз извлекает приемник, измеряющий координаты 
осцилляторов. Для получения хотя бы качественной 
оценки такого рода составим ансамбль, в котором сиг- 
налы отличаются друг от друга только фазами: 


] 


од -У (95). (88) 


В случае временного разбиения узкополосного сигнала 
ДАТ=2л/В этот способ передачи соответствует просто 


| 27/в | 


Рис. 7 


фазовой модуляции монохроматического когерентного 
излучения — типичная форма такого сигнала изображе- 
на на рис. 7. Условное распределение &(49|а) по-преж- 
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нему будет описываться формулой (85) с дисперсией 
координаты | 


сё == (а | 4° |а) — (2 [4 | а): = 20. (89) 


С другой стороны, безусловное распределение 0 (9) для 
координаты в ансамбле (88) может быть представлено 
в интегральной форме: 


дз: | (оо (Ууз 


Х соз о), |4, _ 090) 


что после довольно утомительных выкладок, использую- 
щих интегральное представление и асимптотику функ- 
ций Бесселя, позволяет получить квазиклассическую 
оценку 

К = (В! т) (1ш(п) -- соп). (91) 
Это приводит к предельному значению эффективности 
е=='/4. Сравнивая результат с (87), нетрудно убедить- 
ся, что эффективность когерентного канала с фазовой 
модуляцией примерно вдвое меньше, чем при «квази- 
равновесной» передаче. Другими словами, по отноше- 
нию к обсуждаемому здесь способу приема (4-прием) 
такая передача в равной мере использует и амплитуд- 
ные и фазовые переменные сигнала, хотя суммарное 
значение предельной эффективности по-прежнему не 
превышает 1/2. 

Прежде, чем перейти к рассмотрению других воз- 
можностей приема, обсудим физический смысл измере- 
ния координат применительно к осцилляторам поля. 
Заметим, во-первых, что координата и импульс осцилля- 
тора в известном смысле равноправны: можно, напри- 
мер, произвести замену (каноническое преобразование) 
@04<—>р и все формулы, определяющие физически на- 
блюдаемые величины в стационарном ансамбле, оста- 
нутся без изменения. Поэтому неудивительно, что изме- 
рение не координаты, а импульса каждого из осцилля- 
торов приведет в нашем случае к тому же результату, 
Т. е. |»=1/2. То же самое произойдет и при измерении 
линейных комбинаций 4 и р, а следовательно, и значе- 


ний компонент вектор-потенциала .4,, или напряженно- 


> 


СТИ ПОЛЯ б} относящихся к отдельным осцилляторам. 
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В частности, если осцилляторы сопоставлены вре“ 
менным ячейкам АТ=2л/В, такое измерение соответст- 
вует регистрации одного мгновенного значения напря- 
женности поля внутри каждой из этих ячеек, т. е. от- 
счетам, повторяющимся через интервал времени 2л/В. 
При «частотном» представлении сигнала Ло 
соответствующая процедура должна сводиться к спек” 
тральному разложению излучения посредством подхо- 
дящей системы фильтров или резонаторов с последуют 
щей фиксацией амплитуды поля в каждой из спектраль- 
ных компонент. 

При обсуждении двух рассмотренных нами способов 
приема (и-прием и 9-прием) когерентных сигналов 
обращает на себя внимание одна их общая черта — 
каждый из них полностью теряет информацию об одной 
из двух канонически сопряженных переменных осцилля- 
тора. В первом случае потерянными оказываются сведе: 
ния о фазе за счет бесполезно точного измерения энер- 
гии, во втором — точное измерение координаты исклю- 
чает получение каких-либо сведений об импульсе, либо 
наоборот. В то же время ясно, что комплексная коге 


рентная амплитуда а, содержит данные обо всех этих 


параметрах одновременно: 
п о, 
Кес ' 


(9) ү Ке а; (р) — Уют а. (92) 


С этой точки зрения уже представляются совершенно 
естественными результаты, приводящие к предельному 
значению эффективности 1/2 для обоих способов приема 
и сам собой напрашивается вывод о целесообразности 
одновременного (хотя бы и не точного) измерения кано- 
нически сопряженных переменных осциллятора, напри- 
мер, координаты и импульса. 

В классической теории проблема решается просто 
добавлением еще одного измерения: в частности, при 
д-приеме и временном представлении сигнала АТ=2л/В 
следует добавить еще по одному отсчету в каждой из 
ячеек, получив тем самым необходимые ВТ/л значений. 
В следующей главе мы увидим, что примерно так же 
дело обстоит и в квантовой теории, хотя по вполне по- 
нятным причинам здесь уже нельзя трактовать подоб- 

[08 


(п) = |а |; Ф = агсіѕ 


ную процедуру как одновременное измерение координа- 
ты и импульса каждого из осцилляторов-ячеек; во 
всяком случае, если не. сделать никаких дополнитель- 
ных оговорок. | | | 
_ Тем не менее, здесь существует еще одна любопыт- 
ная возможность. Представим себе устройство, способ- 
ное расщепить излучение, несущее информацию, на два 
одинаковых потока. Роль такого устройства могут, 
например, сыграть полупрозрачное зеркало, или два 
поляроида, или два перекрещивающихся волновода 
и т. д. Во всех этих случаях каждой временной ячейке 
исходного сигнала будет соответствовать пара ячеек 
в результирующих потоках. Сейчас мы не будем деталь- 
но рассматривать все особенности такого расщепления 
электромагнитного луча: подобным вопросам будет по- 
священа гл. 3. Укажем лишь, забегая несколько вперед, 
что каждое из когерентных состояний после-расщепле- 
НИЯ снова окажется когерентным, но с уменьшенной 


в И? раз амплитудой а, а тепловое состояние (26) 
каждого из осцилляторов сохранит свои статистические 
свойства, хотя средние значения энергий осцилляторов 
в результирующих пучках окажутся, конечно, вдвое 
меньше, чем в исходном. а 

С этими допущениями мы можем записать совмест- 
ную матрицу плотности осцилляторов в результирую- 
щих пучках (снабдим их индексами 1 и 2), соответст- 
вующую одной спектральной компоненте посланного 
когерентного сигнала |а>: - 


А Е Р Ая. 
(4, Ч | о |9", 0) (0 |= Хуз 


(уе) 


Естественно, ансамбль посылаемых сигналов будем по- 
прежнему характеризовать распределением (84), запи- 
сав безусловную совместную матрицу плотности в виде 


[22 


т.) 


Е (п) 
(9, 9» [р [9'1, 9) = т [е < 


=. 
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х (75 Б. 
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Теперь, наконец, мы получили возможность произвести 
одновременное (хотя и менее точное) измерение коорди- 
наты и импульса каждой из ячеек исходного сигнала. 
В самом деле, измеряя координату осциллятора в одном 
из результирующих пучков, а импульс — в другом, мы 
тем самым определим значения 


Кеа = уо/ћ(а |9 |а); — ша = уй /о(а [10/09 | а), 
т. 6. составляющие когерентной амплитуды а. 

Для вычисления количества информации, доставляе- 
мого таким измерением, перепишем матрицы (92) и 
(93) в 4, р>-представлении — координатном по перемен- 
ным 1-го луча и импульсном — по переменным второго. 
Выписывая лишь диагональные элементы, получаем 


(41, р | |9, рь) = 


В. е. Мр А 
= (ев) е) ФИ э кеа) (уве ма) 
з И 5 Ет __ ©2921 - р». | 
бе, ра |0 |) = ВА (0) ехр | ЕЕ 


.. Используя эти формулы и возвращаясь к суммиро- 
ванию по осцилляторам для сигнала длительности Т 
в полосе В, нетрудно найти выражение для количества 
информации, извлекаемого при д-, р-приеме из квази- 
равновесного ансамбля когерентных сигналов и запи- 


сать 
Г = (ВТ/2*) 1101 -- (и). | (95) 

Сравнивая эту формулу с (87) и (70), нетрудно убе- 
ДИТЬСЯ, что в классическом пределе 9-, р-прием вдвое 
эффективнее как 4-, так и 
п-приема и позволяет асимп- А 
тотически достичь пропуск. (п-т 
ной способности. т — 

Что касается квантового 
случая <и> «< 1, то здесь 
при квазиравновесной моду- 1 
ляции сигнала ни один из‘ 
этих. способов неэффективен, 
поэтому для достижения 
пропускной способности С. 


ропускн Н | я Ее 
по-прежнему следует вос- | РУ а 
пользоваться ДвВоичЧнНо-ИМ- | 
пульсным способом модуля- Рис. 8 


ции и фотонным счетчиком в качестве приемника. Физи- 
чески это представляется довольно естественным, по- 
скольку при малой мощности сигнала его фаза неизбежно 
обладает большой неопределенностью и связывать сооб- 
щение с ее значением нецелесообразно. 

Графически поведение эффективности обсуждавших- 
ся здесь способов приема и передачи когерентных сиг- 
налов изображено на рис. 8. 


6. Предел эффективности преобразователей 
излучения 


В гл. 1 мы обсуждали некоторые предельные воз- 
можности устройств, предназначенных для извлечения 
‘полезной работы из неравновесных сред. Теперь, распо- 
лагая формулами для энтропии излучения с произволь- 
ным спектральным составом, разумно попытаться при- 
менить эти результаты для выяснения ограничений, 
накладываемых принципами статистической термодина- 
мики на эффективности некоторых преобразователей 
света [36]. 

Прежде всего разберемся, что в этом случае следует 
понимать под полезной работой. Наиболее близким 
электромагнитным эквивалентом механической работы 
является постоянный ток либо переменный ток доста- 
точно низкой частоты, поскольку надлежащие преобра- 
зователи работы из одной формы в другую здесь доста- 
точно хорошо разработаны и изучены. Собственно гово- 
ря, частота колебаний в этом рассуждении не играет. 
существенной роли — значительно важнее ширина их 
спектра. Действительно, вновь обращаясь к формуле 
потока энтропии узкополосного излучения (46) 


В [2р / ћо В И Р 
з 50 вов |1 р) а (1 ВӘ) |. 


\ 


нетрудно заключить, что при В—>0 и 5—50, а следова- 
тельно, идеально монохроматическое излучение в сред- 
нем не несет энтропии и поэтому без каких-либо допол- 
нительных энергетических затрат может быть преобра- 
зовано из одной частоты в другую с сохранением интен- 
^ивности. 
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Из сказанного ясно, что монохроматическое излуче- 
ние может рассматриваться как полезная работа, и 
с этой точки зрения лазер, использующий излучение 
с неравновесным спектральным составом (свет лампы 
накачки) для генерации монохроматического света, есть 
типичный пример оптической тепловой машины. 

В трехмерном пространстве ту же роль, что и спек- 
тральный состав, способно сыграть распределение 
интенсивности излучения по направлениям распростра- 
нения, однако сейчас мы пока отвлечемся от этого 
обстоятельства, сосредоточив внимание на оценке 
эффективности одномерного преобразователя. | 

Пусть на вход такого преобразователя падает свет 
со спектральной интенсивностью Ё(®), переносящий 
в единицу времени энергию Р (45) и энтропию $ (46). 
Если преобразователь термодинамически обратим и не 
способен систематически накапливать или отдавать 
энергию, то суммарные выходные значения мощности и 
потока энтропии окажутся теми же, что и входные. Если 
обозначить Ры ту часть выходной мощности, которая 
относится к генерируемому преобразователем монохро- 
матическому излучению (или к полезной работе в иной 
форме), то можно ввести коэффициент полезного дей- 
СТВИЯ 


пи. (96) 


Остальная часть выходного излучения уносит мощность 
Р—Ры и поток энтропии $, совпадающий со входным. 
Легко сообразить, что для максимальности Рм мощность 
этого бесполезного излучения должна быть минималь- 
ной, а, следовательно, оно по своему спектральному со- 
ставу должно быть равновесным. С другой стороны, 
мощность Р, и поток энтропии $, одномерного теплово- 
го излучения связаны между собой простым соотно- 


шением 
= (30 /1)5°; (97) 
поэтому можно записать 

пах = 1— (3№5°/жР). | (98) 
Исследуем случай, когда входное излучение узкопо- 
лосно и удовлетворяет условию квазиклассичности 

2лР>№ћ.оВ. Тогда $= (В/2л) ш (2лРе/ћодВ) 
Ева о ЗВ? | (я). (99) 


тах 


ћоВ 
107 


7 

Характерно, что отличие шах от единицы представ- 
ляет собой существенно квантовый эффект, поскольку 
исчезает при формальном переходе Й—>0. Этот ре- 
зультат может служить оправданием интуитивному 
убеждению в том, что классический шум с произволь- 
ным спектральным составом всегда можно целиком 
превратить в полезную работу (например, перевести 
электромагнитные колебания в постоянный ток с по- 
мощью достаточно безынерционного выпрямителя). 
Естественно и то, что при В—0 ушах-—>1. | 

В квантовом случае (27Р< ВоВ) вместо (99) по- 
лучим 


ЗР 
ваа 


тах ) 


(100) 


ћоВе 
ӘР | 
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Здесь интересно то, что шах весьма слабо зависит от 
ширины полосы В входного излучения и возрастает 
с увеличением основной частоты ®. Другими словами, 
энергию редких «тяжелых» квантов тоже можно почти 
целиком превратить в работу, хотя и совсем другими 
методами, нежели энергию классического низкочастот- 
ного шума. Ж. 
Заметим, что необходимость именно неравновесного 
света накачки для эффективной работы лазера следует 
не только из общих термодинамических соображений, 
но может быть прослежена и на простой трехуровневой 
модели (см. рис. 9). Как известно, для возникновения 
генерации на частоте &12-=(Е›—Е.)/Й необходимо, что- 
бы число атомов рабочего вещества на втором уровне 
№ превышало №, что достигается 
возбуждением перехода 1—3 све. 
том накачки с последующими спон- 
танными переходами 3—2. Если бы 
спектр света накачки оказался чрез-. 
мерно широк, произошло бы пара. 
зитное возбуждение перехода 2—3, 
Рис. 9 выравнивающее населенности М: и 
№. При равновесном спектре тем- 
пературы Ө мы независимо от численных значений ве- 
роятностей переходов пришли бы к соотношению 


№/№ = ехр (о, /0), _ (01) 


делающему выполнение условия генерации №> М! не- 
возможным ни при какой температуре Ө. 
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Устройство, схематически представленное на рис. 9, 
может работать и в обращенном режиме — тогда его 
можно интерпретировать как квантовый холодильник. 
Это произойдет, если внешнее излучение на частоте. 0з 
отсутствует, а оптическая накачка производится на ча- 
стоте 0з. В этом случае процессы возбуждения атомов 
светом с последующим спонтанным излучением приве- 
дут к обеднению второго уровня — уменьшению №. Сле- 
довательно, эффективная температура нижней пары 
уровней, определяемая по формуле (101), тоже умень- 
шится. 

Мы, однако, не будем проводить здесь детальные 
оценки, относящиеся к этому случаю, как не будем 
разбирать вопрос и о пределах эффективности трехмер- · 
ных устройств, использующих неравновесность излуче- 
ния по направлениям распространения — таких, как 
солнечная батарея, солнечный холодильник, болометри- 
ческий измеритель мощности и т. д. Подобные расчеты 
проводились в 1964 г. С. И. Боровицким совместно 


с автором и при необходимости читатель найдет их 
в работе [36]. 


7. Проблема предсказания для переменных поля 


Строго говоря, проблема предсказания выходит за 
рамки собственно теории передачи информации, хотя 
совместное рассмотрение этих вопросов стало уже тра- 
диционным. При переходе же к описанию случайных 
процессов с позиций квантовой механики появляется 
необходимость в еще большем различии подходов к за- 
дачам приема сигнала с одной стороны, и предсказания 
его дальнейшей эволюции — с другой, чем это имело ме- 
сто в классической теории. 

Причина такого положения заключена в специфично- 
сти квантовомеханического измерения, которое не толь- 
ко доставляет наблюдателю сведения о предшествую- 
щем состоянии физической системы, но и существенным 
образом определяет ее будущее поведение, поскольку 
неизбежно связано с прямой или косвенной редукцией 
волновой функции или матрицы плотности. | 

Отмеченное обстоятельство проявляется особенно 
ярко, когда речь идет об измерении переменных поля: 
здесь полное прямое измерение неизбежно связано с по- 
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глощением всей энергии излучения прибором, в резуль; 
тате чего сам объект предсказания в известном смысле 
перестает существовать. ‘Следовательно, правомерна 
лишь задача о предсказании случайного электромагнит- 
ного процесса по результатам косвенного измерения, 
использующего небольшую часть энергии падающей 
ВОЛНЫ. 

С другой стороны, такое измерение (см. $ 7 гл. 1) 
доставляет сведения лишь о квантовомеханических 
средних, а точные значения измеренных переменных ока- 
зываются известными с тем большей неопределенностью, 
чем меньшая часть энергии приходящей волны отведена 
в измерительный прибор. Все это существенно отличает 
квантовую постановку задачи о предсказании значений 
переменных случайного электромагнитного поля от 
классической проблемы экстраполяции стохастического 
процесса, где предполагается знание точных значений 
(реализаций) случайной функции на дискретном или 
непрерывном множестве моментов времени. | 

_ Теперь перейдем от вводных замечаний к формаль- 
ной стороне дела. Пусть имеется стационарный поток 
бегущего в одном направлении электромагнитного излу- 
чения, вектор-потенциал которого «4 представлен разло- 
_жением (3). Как и в классической теории, будем пред- 
полагать знание наряду с измеренными значениями еще 
и априорных данных о статистических свойствах излу- 
чения. Гакими данными могут быть сведения о полной 
мощности излучения либо о его спектральном составе, 
о каких-либо фазовых соотношениях между различными 
спектральными компонентами и т. д. Мы, однако, огра- 
ничимся рассмотрением случая, когда априорно задана 
лишь спектральная мощность излучения Ё (фо), или 
средние энергии осцилляторов поля 


Е, = йо, (л) =Побррата. . (102) 


Теперь для последовательного квантовомеханического ре- 
шения задачи о предсказании значений напряженностей 
электрического или магнитного полей 8, № (для опреде- 
ленности будем говорить о значениях поля Оу 
— 6:,..., 8(х, Ё) = 8) нам надлежало бы снова 
сконструировать косвенное измерение этих переменных, 


затем найти условный оператор плотности 0(01, ..., @,)-и 
с его помощью вычислить условные средние значения 
010 


интересующих нас переменных для произвольного мо- 
мента времени, использовав для этой цели либо шре- 
дингеровское, либо гейзенберговское представление 


_(В(х, 0) =5р0(8,,..., 8)8(х, 4. (103) 


Здесь, однако, существует другая возможность, по- 
зволяющая обойтись без рассмотрения конкретных мо- 
делей косвенного измерения и избежать возникающих 
на этом пути математических трудностей. Эта возмож- 
ность состоит в том, чтобы прибегнуть к обсуждавшему- 
ся в гл. 1 принципу Эльзассера, позволяющему вычис- 
лить матрицу плотности ансамбля, характеризуемого 
средними значениями динамических переменных. Дейст- 
вительно, коль скоро интересующие нас косвенные из- 
мерения суть измерения средних, мы вправе вычислить 
матрицу плотности, максимизирующую энтропию излу- 


чения при заданном спектральном составе О) и 
фиксированных 
(809, #)) = Зроб(жь 1), 1<15<,, (104) 


в надежде, что она будет совпадать с условной матри- 
цей плотности соответствующего косвенного измерения 
по крайней мере асимптотически, когда точность этого 
измерения мала. 

Для простоты будем считать, что все измерения 
6 (х2, &) произведены в одной и той же точке простран- 
ства х==0, но в различные моменты времени А, Ё, ..., Ё. 
Тогда, используя (102), (104) и уравнение (17) из $ 2 


гл. 2, в гейзенберговском представлении получим [41] 
й 


пр = — 11 — У а Ваза т (105) 

і 
где а; и В, — неопределенные множители Лагранжа. Те. 
‚перь для отыскания явного вида 0((;), (л,)) и вычисле- 
ния с его помо цью искомых условных средних (8(/)) (103), 


относящихся. к произвольному моменту времени, нам 
надлежит найти собственные функции №, ({9;)) и собст- 


венные значения (Іп р)һ оператора (105). В координат-. 
ном представлении запишем 


4л у 
— ү — Уу Сарт 29. — ха Ф.) и 
^ 
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| О Р) ар . 
знана) лема А 
њу а; СОЅ Ф „Ё а Ы у а; $. ;. 
Я НЕ 
Легко заметить, что это уравнение распадается на сово- 
купность одномерных уравнений, каждое из которых со- 
держит переменные лишь одного из осцилляторов поля. 
Представляя 


Ч, — Пее скру ( а. КЛ с а) (107) 


И ВВОДЯ Е 


7 оу о) 4пћо, 
=0 |у эу =, (108) 


нетрудно а. (196), виде 


(Б а? (А) 
СЕЕ аан эт 600. 
А У (ЗЕ в} (А) 
дЕ? а 
формально совпадающем с уравнением для собственных 
функций и собственных значений гамильтониана систе- 
МЫ невзаимодействующих осцилляторов. Используя ИЗ- 


вестные для этого случая результаты и возвращаясь 
К прежним обозначениям, раз 


(а) = (6) =т= 12, 0010) 


г ТИ 
Ты) = Це Е 22): х 

Ка 2] | 
хе» (6 А2) |х 


Биз 4у?). (111) 


2 И п. 41-а). 


где 


119; 


т. 


к 
У 


" с. вычисления средних значений полезно выписать 
диаѓональные элементы операторов в представлении, 
диагонализирующем оператор плотности. В частности, 
для энергии произвольного осциллятора 


Ё, == (00, + 2°) получим [42] 


(Е | Е; [№, ) = ло, («5-12 (112) 
что позволяет провести ЕЕ 
(Еу) — ^^ ћол,) =й, е 1): 12,0 (13 
и выразить множители 
В, И ее, (114) 


Предполагая получить результаты, относящиеся 

к бесконечному в пространстве потоку излучения, будем 

считать длину отрезка Г, большой по сравнению с интер- 

валом наблюдения с(1.-—й), что позволяет переписать 
(114) в виде 

14025) №) 


О (по) == — в. А (115) 


| Диагональные элементы оператора 6, (Г) в р-представ- 
| лении 


(№, | 9,00) |А) == 


Атћ, 
а (а сос? а) зто д) (116) 


ео 


не зависят от №, поэтому усреднение не представляет 


никакого труда и после перехода от суммирования пол 
к интегрированию дает 


(8(@)) = А — і), (1 17) 
| | ЕЕ 
где | 


6) = 2 | Ө(а) соз ото. (118) 
в | 


| 8—520 113 


Подставляя в (117) вместо # значения Ё, ..., Ё Мы ао. 
лучим систему уравнений для нахождения множителей в: 
через измерение значения (6(:)), после чего формула (117) 
позволит определить значения (0()) для любого момента 


в будущем или в прошлом. Заметим, что найденное 
с помощью этой формулы предсказание. будет в извест- 
ном смысле наиболее вероятным, поскольку оператор 
плотности, максимизирующий энтропию, описывает наи- 
вероятнейший при заданных средних статистический 
коллектив. | 

Для сравнения напомним (см. [35]), что аналогич- 
ный (117) результат получается и в классической тео- 
рии прогнозирования одномерного гауссова случайного 
процесса — разница лишь в том, что там вместо С (т) 
стоит автокорреляционная функция 


Ко) к | Р) Со вт. (119) 


В нашем же случае экстраполяционная функция С (т) 
является Фурье-образом не спектральной мощности, 
а спектральной температуры © (&) (115), поскольку для 
процесса с произвольным спектром можно записать 


Ө) = ћо/1а ( р 8 | (120) 


Проиллюстрируем наш результат на примере случая, 
когда предсказание проводится всего лишь по одному 
мгновенному значению напряженности поля (@(&)). Тогда 


а = (08(0.))[0(0) и | 
(90) = (86). 02. (191) 


В частности, для процесса с тепловым спектральным 
распределением Ө (о) =сопѕі, С (т) со Ө:ӧ(т) и прогно- 
зирование фактически становится невозможным. Таким 
образом, при квантовом рассмотрении тепловой шум 
играет ту же роль, что и гипотетический «белый» шум 
в классической теории — случайный процесс с Ё(®) = 
=сопѕі и бесконечной полной мощностью (рис. 10). 

Любопытно, что в классическом пределе Ё (о) 2 
>Й спектральная температура @©9(®) переходит 
в Ё(о), а функция С (т) —в К(т). Разумеется, условие 
квазиклассичности не может выполняться для всего ча- 
стотного спектра одновременно, так как при сколь угод- 
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„бельш“ шум 


Тепловой шум 


Тепловой шум 


о ра затта, 
Рис. 10 


но больших, но ограниченных значениях (о) оно неиз- 
бежно нарушится на достаточно высоких частотах. 
Наконец, заметим, что для любого физически реали- 
зуемого процесса К (т) с увеличением т в среднем спа- 
дает медленнее, чем С (т). В частности, даже поток 
излучения теплового происхождения обладает конечным 
временем корреляции (0/4 300°, 10-1 с), в то 
время как С (т) для него обращается в нуль мгновенно. 


Глава 3 


РЕАЛЬНЫЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ 
КАНАЛЫ 


Приступим теперь к рассмотрению реальных кана- 
лов связи и тех ограничений, которые в конкретных 
условиях распространения сигнала природа накладыва- 
ет на возможности передачи информации. Даже беглый 
и поверхностный обзор существующих систем связи по- 
казывает, что исследованная нами в предыдущей главе 
модель идеального электромагнитного канала не слиш- 
ком часто реализуется на практике. Конечно, в принци- 
пе можно себе представить и волновод (или световод) 
без потерь, и параболическое зеркало достаточно боль- 
ших размеров, способное полностью собрать в приемник 
энергию лазерного луча, и прозрачную атмосферу, прак- 
тически не рассеивающую этот луч. 

Однако чаще всего, особенно при передаче сигналов 
на большие расстояния, дело обстоит как раз наоборот. 
При распространении в среде сигнал частично погло- 
щается, а в свою очередь среда, обладая конечной тем- 
пературой, излучает тепловой шум, неизбежно попадаю- 
щий на приемник вместе с остатками сигнала. Анало- 
гичную роль способны сыграть стенки световода, грани- 
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2 днда боны ВА @ а ЗУ > а Рае 


и 
7 
ца раздела двух сред с различными оптическими ут 
ностями, рассеивающие частицы и т. д. 

"Приведенные примеры, конечно, далеко -не исчерпы- 
вают всех возможных способов воздействия среды /и по- 
сторонних объектов на полезный сигнал. Тем не менее, 
при построении формального аппарата, пригодного для 
анализа конкретных моделей, разумно попытаться 
сузить круг рассматриваемых процессов, стремясь все 
же при этом сохранить за собой возможность исследо- 
вать наиболее распространенные ситуации, подобные 
перечисленным выше. Наиболее подходящим ограниче- 
нием такого рода является предположение о линейности 
среды, в которой происходит распространение сигнала 
от передатчика к приемнику. Действительно, в линейной 
неоднородной среде возможно описать процессы погло- 
щения, рассеяния и отражения света; аддитивное (по 
напряженности полей) смешение сигнала с шумом 
И Т. Д. 

Тем самым мы, конечно, отказываемся от анализа 
трансформаций лазерного луча, например, при удвоении 
частоты в нелинейном кристалле, при взаимодействии 

лучей различных длин волн, подобном хорошо известно- 
му нелинейному взаимодействию радиоволн в ионосфе- 
ре, и от рассмотрения многих других вопросов. В конце 
этой главы мы получим лишь некоторые оценки для 
важного случая нелинейного преобразователя излуче- 
ния — линейного усилителя (чисто терминологический 
каламбур: линейный усилитель — система нелинейная), 
но сначала исследуем законы, по которым происходит 
трансформация состояний поля в линейных средах. 


1. Связь между входными и выходными 
переменными реального канала 


Чтобы построить формальный аппарат, пригодный 
для описания линейных электромагнитных каналов пе- 
редачи информации в реальных условиях, сперва обсу- 
дим несколько наиболее типичных конкретных ситуаций 
и попытаемся выявить их общие особенности. 

Пусть передатчик посылает направленные сигналы 
в узкой полосе частот (028/2), как показано на рис. 1. 
Если диаметр передающей антенны Бу то основная 
энергия излучения заключена в телесном угле 8: с, рас- 
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твором и 92лс10;ә (здесь и в дальнейшем всюду 
предполагается о »2лс/О,). При передаче сигнала. на 
большие расстояния /, когда диаметр 2[а; +0; круга, 
получающегося при пересечении сторон телесного угла 
©; с плоскостью приемника, значительно превышает 
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Рис .1 


диаметр приемной антенны 20,, по назначению попадает 
лишь небольшая часть посланного излучения. С другой 
стороны, приемник зарегистрирует суммарное излуче- 
ние, приходящее в телесном угле ©, с раствором 0, % 
== лс Р,о, т. е. суперпозицию полезного сигнала и фо- 
нового излучения от источника, на который проецирует- 


ся передающая антенна при наблюдении из точки 
приема. (а 


Рис. 2 Е Ба Рис. 3 


Рассмотрим другой пример. Пусть сигнал представ- 
ляет собой плоскую волну, а на его пути наклонно по- 
ставлено полупрозрачное зеркало, как схематически по- 
казано на рис. 2. Часть сигнала пройдет сквозь зеркало 
и достигнет приемника, а часть — отразится (на рис. 2 — 
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и 
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вверх). С другой стороны, от обратной стороны зеркала 
частично отразится внешнее излучение (идущее снизу) 
и попадет на приемник в суперпозиции с сигналом. Не- 
трудно мысленно модифицировать этот пример, поме- 
стив на пути сигнала вместо зеркала рассеивающие свет 
частицы — и здесь место сигнала займет внешнее излу- 
чение, рассеянное теми же частицами в направлении 
приемника. 

Наконец, обсудим наиболее простую (хотя и не- 
сколько искусственную) мсдель, в которой прослежи- 
ваются все основные особенности процессов ослабления 
и дополнения шумом сигнала в реальных каналах. 
Пусть посылаемые передатчиком сигналы плоско поля- 

> 


ризованы в направлении е;, а приемник регистрирует 
излучение с направлением поляризации, составляющим 
> 
угол фсе. 
Выберем осциллятор поля с частотой о, соответству- 


ющий одной из спектральных компонент сигнала, и обоз- 
начим его каночическую кооэдинату 9, расположив ось 


= 
9,5 Вдоль е,. Введем в рассмотрение осцилляторы поля с теми 
же частотами ® и направлением распространения, но иной 


> 
поляризацией е, обозначив соответствующие каноничес- 
кие координаты 9. (рис. 3). Ясно, что если на этих 


осцилляторах присутствует излучение, то оно будет за- 
регистрировано приемником в суперпозиции с полезным 
сигналом и сыграет роль шума; в противном случае дело 
сведется просто к уменьшению амплитуды принятого 
сигнала по сравнению с посланным. 

С нашими обозначениями оператор вектор-потенциа- 


- 5 | 
ла поля посланного сигнала «А, (х, В (см. $ 1, гл. 9) 
выразится формулой 


=> м." 2пћс?\1/2 
А де (22) 


Х (але ® а кебе), (1) 


= 
а для описания поля ./,.(Х, №, поляризованного перпенди- 
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Кулярно сигналу, достаточно заменить всюду в правой 
части этой формулы индекс 1 на 2. 

При наших предположениях приемник регистрирует 
суперпозицию полей 


Их, = бх, 0) совр Лх, 0 зіп. 0) 


Перепишем это выражение в несколько ином виде. Для 
этого введем новые канонические координаты поля, свя- 
занные с 9 и 9} ортогональным преобразованием [26, 


43] (для удобства записи индекс А пока опустим): 
И=91с08 ф+92 Ш ф; У2= —91 31 Фф + 92 с0$ Ф. 


Нетрудно убедиться, что при этом операторы импульса 
1, №, канонически сопряженные й: и Ир соотношениями 
[ул, 51] = [0, Г2] =, выражаются через 01, р> тем же пре- 
образованием. Следовательно, формулу (2) можно пере- 
писать в виде 


—> 


=, у: (е, соѕ ф а 51/2 Ф) Ж 


# <). 


ТЭН ол | 
ху (ыы) ‘Бе ел + ь*е с ), (2') 


где Б, = 0. И ж У 


Таким образом, в нашем случае выходные переменные 
канала оказываются связаны со входными просто линей- 
ным преобразованием канонических переменных. 
Нетрудно проследить соответствие этой модели схеме 
обобщенного физического канала передачи информации, 
рассмотренной нами в первой главе: осцилляторы с пе- 
ременными 4: и И! играют роль материального носителя 
информации до и после взаимодействия с источником 
шумов, сам источник шумов представлен излучением 


с поляризацией ё», а осцилляторы < координатами у» 
суть носители потерянной информации. 

Несмотря на всю простоту рассмотренной нами мо- 
дели, она позволяет, тем не менее, выявить основные | 
особенности, характерные для всего многообразия про- 
цессов, происходящих при распространении, рассеянии и 
отражении света в линейной среде. 
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-- Чтобы сделать последнее утверждение болёе очевид- 
ным, обсудим еще случай рассеяния света на малой не- 
однородности среды и убедимся, что здесь перераспреде- 
ление энергии между световыми пучками с различным 
направлением волнового вектора тоже может быть опи- 
сано в формализме линейных канонических преобразо- 
ваний. 

Итак, рассмотрим излучение в кубическом объеме /2, 
обычным образом наложив на его границах периодиче- 
ские граничные условия. При этом вектор-потенциал 
поля записывается суммированием по осцилляторам 


| А(г. р у е, (ате) аер Оу (3) 
| . @ 


оу [3 


где №, == 204/1, А) „= 2л4у/ СР, == 211. | 1. Оператор полной 
энергии определен интегралом | 


Е = на | | Е =.) 4- (тої 2 У, (4) 


а для однородной среды или свободного пространства 
оператор свелся бы просто к сумме энергий осцилляторов 


Ж У Йо, (а? а-аа). Если же в объеме присутствует 
У 


рассеивающая частица, вещество которой характеризуется 

диэлектрической постоянной е, то после подстановки (3) в (4) 

и надлежащего интегрирования появятся перекрестные 

члены, описывающие взаимодействие между осциллято- 

рами поля. В частности, если размеры частицы малы 

в сравнении с длинами волн, интересующих нас, можно 
‹ > 


^ .. ..- Р —>> > — 
приближенно положить (г) =1- (8—1) 06 (7—т) (лә — 
радиус-вектор местонахождения частицы, а о — ее объ- 
ем) и мы получим 


ЕВ, 0 = =) по (ага, +а,а*) + 


0(е — 1) | 0-0 ә. 
——————— = Ау ,— 
а ео У һуѕадаја е" б 7 Мару 


7% \, А2: 
= > -> ә — 
ЩЕ о) Е ғ) іго(Е5 4-Е г) 
чае ы = а,а, ‚е 


[20 


= амаге 


(5) 


Обсудим по отдельности слагаемые, отличающие это 
выражение от гамильтониана поля в свободном прост- 
ранстве и выясним их физический смысл. 


Прежде всего, обратим в (5) внимание на члены с 
А = 4'. Легко заметить, что слагаемые вида о( — 1) Х 


Хаха, [1з коммутируют с Ё, и приводят лишь к незна- 
чительному (~ 0/2) изменению собственных частот ОСциИЛ- 
ляторов. Другие же два слагаемых, аа, и а’а*, будучи 
записаны в представлении взаимодействия, _ содер. 
жат быстро осциллирующие временные множители 
ехр (-—2%#) и ехр (21%), поэтому они не вносят систе- 
матически накапливающегося вклада в состояние поля 


и выпадают при усреднении физически наблюдаемых ве- 
личин за достаточно длительное время (см. [19]. 


Последнее замечание с несущественными оговорками 
относится и к другим слагаемым в (5), не коммутирую- 
щим с Ё,, в число которых попадают все комбинации 
ар = 
а,а,,, а,ау, для оспилляторов с различными частотами «5 


| > ә ә 
ВЕ т 


5=Ф,,, а также операторы аса“ и а,а,,, составленные 


для осцилляторов, отличающихся лишь направлениями 
волновых векторов. 


Остаются еще члены,. содержащие эрмитовы опера- 
торы: 


ри ] | 

М, = = (аа, — аа), 

М, = --(а’а,, + а.а*), 

М. = Тов (ата) == 2:45); (6) 


при ө, = о;,, которые и составят предмет нашего обсуж- 


дения. Чтобы уяснить себе физический смысл их дейст- 


вия на волновую функцию, перейдем к координатному 
представлению, записав р 


г 9 д 
(зы) 
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у ћ д? 
М: = ФФ, — дауда, ° 


< (6) ћ, д? д? 

М. = = (9 т 0) А 042, 2 042, ). (7) 
Заметим, что М, по форме совпадает с оператором мо: 
мента, отвечающим вращению в плоскости (9,, 9,,), поэ- 


тому действие унитарного оператора ехр (— іү/.#) на вол- 
новую функцию эквивалентно повороту этой плоскости: 


ух = 95 05 ү -- 9), 5іп ү, 
10) МИ Соб. (8) 
где ү=0(е—1)/13. Аналогичным образом М порождает 
[44] преобразование вида 


МЛ Ру. 
0, == 9 ©0$$ — оа ѕіп Ф, 


р А 
У, == 9, СО Ф — У ѕіп Ф. (9) 


Из сказанного ясно, что обмен энергией между осцил- 
ляторами с различными направлениями волновых век- 
торов, обусловленный наличием рассеивающей частицы 
и описываемый действием на волновую функцию унитар - 
ного оператора ехр [—(ф:М,+4-Ф/1›-- фзМз)] (здесь Ф, фл, 
Ф, ^^ (=—1)Р), формально эквивалентен каноническому 
преобразованию переменных, относящихся к осциллято- 
рам с одинаковыми частотами. 

Продолжая обсуждение различных примеров, можно 
убедиться, что к подобной формальной схеме мы придем 
и в задаче об отражении излучения от зеркал или гра- 
ницы раздела двух сред, и при чисто геометрическом 
несоответствии между фронтом посылаемой передатчи- 
ком волны и формой антенны приемника, и во множест- 
ве других случаев. Поэтому сейчас мы на время отвле- 
чемся от рассмотрения конкретных моделей и сосредото- 
чим свое внимание на математической стороне дела. 

Итак, пусть имеется система осцилляторов с одина- 
ковыми частотами ®. Часть этих осцилляторов мы 
в дальнейшем отождествим с материальным носителем 
информации, состояние которого задается передатчиком 
и служит сигналом, а остальные — < каналами, по кото- 
рым сигнал дополняется шумом либо рассеивается, 
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Линейное преобразование координат 4; и импульсов 
р; вида 


у: = У (8:09 -Е бвр), 
А 


|: == (0:094 2:рк) (10) 
гч | 


называется каноническим, если оно сохраняет коммута- 
ционные соотношения 


[у УЛЕгь Г]=0; [0 "=. (11) 
Последнее требование налагает на матрицы преобразо- 


вания (10) условия (для краткости записи индексы и 
суммирование в явном виде не пишем) 


аб — Ба = са — 2—0; ай 6—1, (12) 


где волнистая черточка над матрицей, как обычно, озна- 
чает транспонирование (например, б»=6ь:), а 1 обозна- 
чает единичную матрицу. | 

Естественное требование однозначности преобразова- 
ния (10) обеспечивает несингулярность хотя бы одной 
из матриц а, 6, с, 4, что равнозначно существованию 
преобразования, обратного по отношению к (10). Если 
характеризовать (10) блочной матрицей 


ае 
А— (< т). (13) 
то обратному каноническому преобразованию с учетом 
(12) следует сопоставить 


(052) (4) 
== а, 


поскольку именно при таком выборе А-! равенство 
АА—=1 | (15) 


эквивалентно условиям (12). 

Наложим на матрицы канонического преобразования 
еще одно ограничение. Потребуем, чтобы при переходе 
к новым переменным гамильтониан системы невзаимо- 
действующих осцилляторов сохранял свой вид, т. е. 
чтобы 


У йо, (676: 6:6) = У йе: (аа, аа) (16) 


123 


& теми же о;. Физически это условие означает, что фак- 
тор, вызывающий перераспределение энергии излучения 
между осцилляторами, вносит лишь малое возмущение 
в энергию поля и не изменяет существенным образом 
собственных частот. Например, в задаче о рассеянии 
света на диэлектрических частицах это эквивалентно 
предположению, что внесение частиц мало изменяет 
среднее значение диэлектрической постоянной для всего 
пространства. 

Требование (16) диктует дополнительные условия 
для матриц преобразования [45]: 


сс-а9а=0; ай-+95=1; а =0, (17) 
где 52;;= 0°;0;;. Совместный учет (12) и (17) приводит 
к простым соотношениям 

Иа” СО 00 О-о (18). 


ас а |6 
А= (а). (19) 
Существенно, что для соблюдения всех перечисленных 
ограничений переменные осцилляторов с одинаковыми 
частотами должны преобразовываться только друг че- 
рез друга. 
Полезно проследить, что изменяются при таких пре- 
образованиях операторы рождения и уничтожения 


+ р р 
$ (Иж 0) 


ИЛИ 


т ато рі 
(4 А тая У2ь 
фотонов. Используя (10), нетрудно найти 


Б; = Улаь р А Леан, (20) 


где Лл = а;һ—іоһ0:һ, а условия (18) требуют унитарно- 
сти этой матрицы: | 
АЛ+=1. (21) 
Таким образом, наиболее компактной формой записи ли- 
нейного канонического преобразования, не изменяющего 
энергии поля, является просто унитарное преобразова- 
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ние опёраторов уничтожения и рождения фотонов. Те- 
перь для получения полного квантового описания все- 
возможных линейных электромагнитных каналов и вы- 
числения соответствующих переходных вероятностей нам 
надлежит выяснить общие правила, по которым преоб- 
разуются волновые функции и матрицы плотности при 
таком преобразовании, а потом лишь каждый раз под- 
ставлять значения матриц Л;һ, диктуемые конкретной 
физической ситуацией. 


2. . Трансформация состояний поля 


Начнем рассмотрение с простейшего случая, когда 
преобразованию подвергаются переменные всего двух 
осцилляторов одинаковой частоты. По существу, именно 
с этим случаем мы уже сталкивались в предыдущем 
параграфе при обсуждении канала с различными поля- 
ризациями сигнала и регистрируемого излучения. В са- 


мом деле, в этом примере переменные 9}, 9) каждой 


пары осцилляторов с одинаковыми частотами преобра- 
зуются только друг через друга, поэтому достаточно 
найти правила преобразования волновой функции дву- 
мерного осциллятора [26], как мы сможем записать и 
полное решение задачи. 

Найдем закон преобразования. для функции с опреде- 
ленным числом фотонов на каждом из осцилляторов: 


[п па =|и1>. | по, (22) 


записав сначала эти функции в координатном представ- 
лении 


(9, Ф|, п) = а). ехр ЕЕ = | х 


ХН, (а у) Н,, б р); (23) 


Чтобы переписать эту функцию в представлении коорди- 
нат ін, у» новых осцилляторов, связанных со старыми 
ортогональным преобразованием вида (8), нужно под- 
ставить вместо 91, 42 в (23) их выражение 


д1= 01 С05 ф—у2 т Фф; (2= 01 5іп ф-+ уә соф (24) 
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и воспользоваться формулой сложёния для ПОлиноМОВ 
Эрмита [53]: 


н. ар0=2 ау нку). (25) 
Р=0 
что даст 


— ВН. 
о 


Є ољ! ү о ЕЙ 
(из, И | Пл, п == тЫ У, ТЕХ Ау СОѕ ф$п Фф Хх 
ИА 


хн, (и р) н, (и 9 по т 
1, — с?) (26) 


или, переходя в представление чисел фотонов И, [5 но- 
вых осцилляторов [26], 


Па! 15! 1 п .п|-1, 
р = х ИТ с0$ фит "Фф Ж. 


ЖЕ(— п, — 1, т – 4-1, — сіе? Ф), (27) 
где Ё(х, у, 2, 1) — вырожденная гипергеометрическая 
функция. По существу, эти формулы уже содержат 
исчерпывающие сведения о статистических свойствах 
рассматриваемого фотонного канала. В самом деле, лю- 
бое состояние (как чистое, так и смешанное) полностью 
характеризуется матрицей плотности (пл, И>|о|И’1,7”,). 
С помощью формулы (27) нетрудно перейти к И, [2- 
представлению, записав 


5 т | ВИ Г.) = 
3 № (А, а | №, п) (№, П2 | о | СЕ п’) (п’, По | Г, Г,), 


Пл, Па, и, п’ 
(28) 
и, тем самым, полностью описать состояние результи- 
рующей пары осцилляторов. 
Очень простой вид формула (27) приобретает при 
П2=0: 
п— И ; і, \ 
Со$ $11 
(Д, Га |7, == р №! а Аа (п: — [5 == 1,). (29) 
И СТЮ) 
Обсудим этот частный «случай несколько подробнее. 
Для этого возведем (29) в квадрат, получив тем самым 
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условное распределение о (й, |м, 0) вероятностей об- 
наружить числа /1, [> фотонов на результирующих осцил- 
ляторах при фиксированном числе фотонов п. на первом 
из входных и вакуумном состоянии второго [43]: 


о (1,, 1. | п, 0) = а сов еіп 95 (2 =) 1 (80) 
Как видно из этой формулы, числа фотоотсчетов Д и № 
в выходных каналах уже являются случайными. Этот 
результат следует из общего положения квантовой тео- 
рии, отмеченного нами в гл. 1: если состояния двух или 
более физических подсистем не зависимы, то каждое из 
них непременно является не смешанным. Наличие же 
этой зависимости в нашем случае следует просто из за- 
кона сохранения энергии, что в формуле (30) выражено 
множителем б (1—1, — 45). 

Любопытно, что вероятности чисел фотонов согласно 
этой формуле распределены по хорошо известному би- 
номиальному закону и поэтому могут быть найдены из 
элементарных соображений без привлечения аппарата 
квантовой ‘механики. В самом деле, достаточно предпо- 
ложить, что каждый из и, посланных фотонов независи- 
мо с вероятностью соѕ? ф может попасть в первый из 
выходных каналов и с вероятностью ѕіп? ар — во второй, 
учесть неразличимость фотонов и потребовать сохране- 
ния ‘их полного числа, как мы снова придем к формуле 
(30) с помощью простой комбинаторики. 

Однако попытка обобщить этот подход на произволь- 
ный случай неправомерна и приводит к ошибочным ре- 
зультатам. Например, применяя элементарные теорети- 
ко-вероятностные соображения к состоянию а Е, 
в котором на каждом из входных осцилляторов находит- 
ся по одному фотону, мы получили бы вероятности 

и (2,0|1,1) =с032ф ѕіп?ф= 0 (0,2|1,1), 
0(1, 1|1, 1) =ѕіпр--соѕ*, 
тогда как правильное выражение, найденное с помощью 
формулы (27), имеет вид 


№ (2,0]1, 1) =2 соѕ?ф $112, 
0 (0,21, 1) =2 ѕіп?ф соѕ?о, 
0(1,1|1,1) =ѕіпар--соѕр—2 ѕіп2ф с032ф. . (31) 


Следовательно, предположение о независимости фото- 
нов В этом случае уже не верно. На корпускулярном 
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языке этот факт следует интерпретировать как проявле- 
ние бозонной природы фотонов, сказывающейся в тен- 
денции к их скапливанию на каком-либо одном из вы- 
ходных осцилляторов, а на волновом — как наличие 
интерференции фотонов от независимых источников, до 
сравнительно недавнего времени служившее предметом 
многочисленных дискуссий и обнаруженное эксперимен- 
тально Пфлигором и Манделем [46]. 

Разумеется реальная картина интерференции свето- 
вых пучков значительно сложнее, нежели обсуждаемая 
здесь рафинированная модель, однако основная «утЬ 
явления в формуле (31) уже содержится. 
| Небезынтересен и теоретико-информационный аспект 
проблемы. Рассмотрим случай, когда входные осцилля- 
торы полностью равноправны по отношению к каждому 
из выходных, чему соответствует ф=л/4. Казалось бы, 
теперь распределение вероятностей для фотоотсчетов 
в выходных каналах должно зависеть только от суммар- 
ного числа фотонов на входе, однако в силу уже обсуж- 
давшихся выше причин это не так. Следовательно, су- 
ществует принципиальная возможность по распределе- 
нию отсчетов в выходных каналах хотя бы вероятностно 
судить о том, были фотоны испущены одним или двумя 
независимыми источниками. Шо существу, именно на 
этом обстоятельстве основаны корреляционные методы 
исследования удаленных световых источников, разрабо- 
танные Хэнбери Брауном и Р. Твиссом [4]. 

Вернемся, однако, к обсуждению линейных канони- 
ческих преобразований. На первый взгляд, мы затрону- 
ли пока лишь весьма частный случай преобразования 
переменных двумерного осциллятора — ортогональный 
поворог координат. В действительности же. оказывается, 
что для состояний |, >> «< определенными числами 
фотонов (или энергиями) осцилляторов мы уже нашли 
все необходимые формулы. Покажем это. 

Наряду < поворотом (24) условия (18) допускают 
для переменных двумерного осциллятора преобразова- 
ния вида 


27 Рас» а раа: 
у. = 9:05 а -|- За, У, = 9 С05 9 — — 6 5104 (82) 
и 


уз = 9: сов В — —2-5іп В, 9 = фо Со В — зв, (33) 
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генерируемые соответственнс операторами 
М, = (ата, т аа: /2: 
(34) 


=> 


и (ааг —- ага;)[9, 


в свою очередь образующими вместе с М, = (ата, — 


— а’ а,)/21 замкнутую при коммутации алгебру того же 
типа, ЧТО И проекции момента ж) 


МММ, [М., М] =10,; [М,, МД =10,. (35) 


Первое из этих преобразований (32), заменяющее коор- 
динату и импульс каждого из осцилляторов по отдель- 
ности их линейными комбинациями, эквивалентно про- 
сто введению несущественных фазовых множителей 
в волновые функции |п4, л); и поэтому ни к какому 
реальному перераспределению фотонов, не приводит. 
Второе же может быть представлено в виде произведе- 
ния (32) с ф=л/4 и уже рассмотренного нами поворота 
координат (24), что дает право применить формулу 
(27), где следует просто заменить ф на о. 

Нетрудно убедиться и в том, что последовательное 
применение преобразований рассмотренных трех типов 
позволяет исчерпать все возможности, допускаемые для 
переменных двумерного осциллятора условиями (18). 
Другими словами, действие на волновую функцию дву- 
мерного осциллятора унитарных операторов вида 


ехр [2 (ФМ, + ВМ, - «М: и (80) 


всегда может быть сведено к простому повороту коор- 
динат надлежащим введением фазовых множителей 
в волновые функции входной и выходной систем осцил- 
ляторов. 

Полезно проследить и трансформацию волновых 
функций когерентного состояния, тем более, что полу- 
чающиеся здесь формулы чрезвычайно просты. Для это- 
го вспомним, что когерентное состояние осциллятора 
|&) является собственным вектором оператора уничто- 


*) Это обстоятельство позволяет получить формулу (27) непо- 
средственно из матричных элементов представлений группы 50 (2), 
[47]. | | 
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жения а, и снова выпишем каноническое преобразование 
для этих операторов: 


Б; = Ў. Л; рар. | (37) 
А 


Поскольку Б; [| [8;) = У Леа» [1 ), то когерентные амп- 
ых. т Е 7 

литуды а» при переходе к новым переменным преобра- 
зуются по тому же закону, что и операторы аљ, и мы по- 
лучим 


В: = У Лав. ` (38) 
ГА 


В частности, при повороте координат двумерного ОСЦИЛ- 
лятора 
с0$ ѕіп 
— 5іп $ с0$ф 
И, следовательно, 


1/2 1 | 

Сиа ва) = (г) ехр | о ут (И = - 
$ 2 | ТТИ І Е 
— 91 с03ф — аз ѕіпФ | + уу 5; а ЗФ — а, С05 $ — 
— (1ш ал) — ша, . (39) 


Этот результат можно получить и непосредственно, ис- 
пользуя явный вид функций |ол, ах) в координатном 
предстазлении: | | | 
ох 


(41, 92 | бл, а) = (= ) < 


| © А: 
< П ехр С Из т Я И? ) --2 (Іт 2) | р 
| Е 0974 

| | (40) 
Нетрудно проследить и действие на [ол, аз) преобразо- 


ваний (32), (33), взяв для этих случаев | 
РЭ: іо, ` | АСАН у 
ЕЯ: 0 Ре соѕ В іѕіп 8 (41) 
| о еі — іѕіп В соѕф 
соответственно. 
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Таким образом, если каждый из осцилляторов систе: 
мы находится в когерентном состоянии, то в результате 
преобразования типа (20) или эквивалентного ему фи- 
зического линейного взаимодействия между осциллято- 
рами, одинаково приводящих к перераспределению энер- 
гии, состояния выходных осцилляторов снова окажутся 
когерентными. Это обстоятельство специфично именно 
для когерентных пакетов и радикально отличает их, на- 
пример, от и-квантовых векторов, которые под дейст- 
вием тех же преобразований приводят к смешанным со- 
стояниям выходных световых пучков. 

По этой же причине когерентные состояния поля 
играют столь важную роль в задачах линейной стати- 
стической оптики. Однако при распространении или рас- 
сеивании волн в нелинейной среде, когда гамильтониан 
взаимодействия между осцилляторами поля содержит 
произведения трех и более операторов ах, а+,, ..., эти 
состояния уже не будут устойчивыми; попытки формаль- 
ного обобщения их трансформационных свойств на та- 
кого рода процессы уже не раз приводили к недоразу- 
мениям. 

Теперь, используя представление Глаубера—Судар- 
шана для матрицы плотности, можно получить закон 
преобразования произвольного чистого или смешанного 
состояния системы осцилляторов. Действительно, запи- 
сывая 


р= |10 (4) [24 {а | Фо, (42) 


а затем подставляя вместо 0; их выражение через коге- 
рентные амплитуды новых осцилляторов 


а УГАТ, (43) 


и учитывая унимодулярность матрицы Л при замене пе- 
ременных в интеграле, найдем [32] 


к (2а и 18) ва (44) 


Заметим, что при написании формул (42)— (44) мы 
нигде не воспользовались тем обстоятельством, что 
в преобразовании участвуют переменные всего двух 
осцилляторов, хотя из соображений простоты начали 
рассмотрение именно с этого случая. Таким образом, че- 
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рез разложение по когерентным векторам Мы тёперь 
сразу можем записать матрицу плотности состояния «и- 
стемы любого числа осцилляторов одинаковой частоты 
в новых переменных, если только известна унитарная 
матрица преобразования Л. Правда, иногда такая за- 
пись не избавляет от громоздких вычислений, а весовая 
функция 10 ({0:}) не всегда имеет ясный физический 
смысл. 

Такая ситуация, например, возникает при рассмотре- 
нии состояний < определенными числами фотонов, по- 
этому для них удобнее пользоваться непосредственно 
формулой (27) или ее обобщением на г-мерный случай, 
которое мы приведем несколько позже. Зато для боль- 
шинства смешанных состояний, фигурирующих в зада- 
чах когерентной оптики и в теории оптических тепловых 
полей, разложение (42) оказывается чрезвычайно удоб- 
НЫМ. 5 

Многие задачи сгатистической оптики и теории пере- 
дачи когерентных сигналов на фоне тепловых шумов 
сводятся к рассмотрению трансформационных свойств 
состояний, максимизирующих энтропию системы осцил- 
ляторов при фиксированных средних значениях линей- 
ных и квадратичных комбинаций канонических перемен- 
ных. Укажем некоторые полезные свойства этих состоя- 
НИЙ. 

Пусть оператор плотности 0; каждого из статистиче- 
ски независимых между собой осцилляторов максими- 
зирует энтропию при заданных <9;>, <р;>, <92>, 
<р;2>, <р: рі: (см. $ 1 гл. 2). Если перейти 
путем преобразования (20) к новой системе осциллято- 
ров, описываемых каноническими переменными у}, /;, то 
матрица плотности этой новой системы будет, естествен- 
но, снова максимизировать энтропию при фиксирован- 
ных значениях комбинаций: 


х (ап (уг) — Бу: (77)), 
У (юру: (07) ал (71), 


(бе 2 т 
(5 (26у; 4 анг) |» (45) 


Г 
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20у (ау: — блг) (ю%бьуь | аы) 4 э. с.) 
Тех 


Больше того, если мы найдем матрицу плотности 
лишь одного из новых осцилляторов (припишем ему но- 
мер ^), вычислив шпур от совместной матрицы системы 
по всем лишним переменным, то убедимся, что получен- 
ная таким образом матрица снова максимизирует энтро- 
пию осциллятора при заданных средних значениях Ко 
динаты <уһ2, отауга <гһ2>, их дисперсий о?у, И о, 


и корреляции, а сами эти значения выражаются через 
исходные <9;2>, <р; 2>, ... несложными формулами 


(ик) = У (ав: (91) + бы (02), 
(пе) = У (— обе (90) Е а (р), 
оу, У (а?а, | 52 :о0°р, -- 20:0), 


раа - а 10°, — 292001), 


) 


Ев — (ув | ув) — (Ив) (Ге) = у [-— або, 4- 


Е бьгавіо°р, | (а? — ә) =. _ (46) 


Это обстоятельство обусловлено простым экспоненци- 
альным видом матриц плотности рассматриваемого типа 
[см. выражение (31) из $ 1 гл. 2] и без труда может 
быть обосновано несложным, хотя и несколько Угам, 
тельным, прямым вычислением [18]. 

Следовательно, для отыскания матрицы плотности 
каждого из новых осцилляторов в этом случае нет на- 
добности прибегать даже к разложению Глаубера — 
вместо этого достаточно записать средние значения (46) 
и подставить их в общее выражение (31) гл. 2. 

Сформулированное утверждение носит довольно об- 
щий характер и верно применительно к любой линейной 
физической системе, гамильтониан которой выражается 
квадратичной комбинацией координат и импульсов, и 
к любому линейному каноническому преобразованию. 
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Если жё снова рассмотреть совокупность осциллято- 
ров одинаковой частоты, то мы немедленно придем 
к выводу об устойчивости тепловых и когерентных со- 
стояний по отношению к преобразованиям, оставляю- 
щим гамильтониан неизменным. 

_ Действительно, когерентные состояния получаются из 
вариационного принципа Эльзассера при 0?40?, = й?/4; 
02а =ћ[20. Из (46) получим, что для каждого из новых 
осцилляторов опять 02,=й/2%, 02,02, = 2/4. 

_ Аналогично тепловые состояния обеспечивают макси- 
мум энтропии каждого из исходных осцилляторов при 
фиксированных значениях их средних энергий, чему со- 
ответствует <> = <р> =0, 02р= 020%. После простых 
рассуждений, полностью подобных предыдущим, нетруд- 
но найти «ук >= <> = ==0, 0", = 0)202,, что, ПОНЯТ- 
но, снова соответствует тепловому состоянию на каждом 
из выходных осцилляторов. р 

_ Такой же устойчивостью обладает и суперпозиция 
когерентного и теплового состояний, характеризуемая 
соотношениями о?р = 020%; в=0; <0>, «р>-=20. Чита- 
тель без труда может убедиться в справедливости этого 
утверждения самостоятельно. 

_ Заметим, что` сказанное относится лишь к состоя- 
ниям каждого из новых осцилляторов по отдельности, 
что же касается статистической независимости этих 
осцилляторов, то она, вообще говоря, уже не имеет ме- 
ста. Среди перечисленных примеров исключение в этом 
плане составляют лишь случаи, когда входные осцилля- 
торы находятся в когерентных «<остояниях или. когда 
значения оёр = 0207. и одинаковы для всех і В первом 
случае статистическая независимость выходных осцил- 
ляторов следует хотя бы из того, что состояние каждого 
из них снова оказывается чистым; во втором она обу- 
словлена специфическим видом матрицы’ плотности 
исходной системы, содержащей квадратичные по кано- 
ническим переменным члены лишь в комбинации, про- 
порциональной оператору полной энергии. Естественно, 
что сохраняющее энергию преобразование не меняет и 
этой комбинации, поэтому статистическая независимость 
осцилляторов здесь сохраняется и при переходе к новым 
переменным. 

Наконец, приведем формулы, обобщающие правила 
преобразования п-квантовых состояний на случай произ- 
вольного числа осцилляторов одинаковой частоты. 
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Итак, пусть каждый из осцилляторов находится в <©о- 
стоянии |п;>. Разложим векторы состояний исходной 


системы |{и:}> = |2) по векторам |0, ... 1, ...> 


новой системы осцилляторов: 


П = У (0..6 1 п, ...) ППП). (47) 
{1} і 

Найдем матрицу <А, :.., 1, ... |0... по -..>, Эле- 

менты которой суть просто волновая функция состояния 

(47) в новом энергетическом представлении. Для этого 

заметим, что из унитарности преобразования (20) оле- 

раторов рождения ат» следует уравнение 


| 3 У 
-- үйр АЕ (БТ ) А 8 
ПЕЕ ИП ВВ 

|. {71} і, А 
где суммирование распространяется на все целые числа 
гк, удовлетворяющие условию У) в == Й. Действуя опе- 


І 


ратором (48) на вакуумное состояние |0, ... 0>> и учи- 
тывая очевидное 
| = | 
ал ИИ [ии (49) 


совместно с (47), найдем 


Пилы У; (Д, рМ оО А П; Ет. 
| 7 


5 и 
| м т т 
-ЯПаИ (3%) © 
{тру і, А Е Е 


откуда, с учетом ортогональности состояний |[>, полу. 
ЧИМ | 


р 
(0, о т) = Пу Ист. (60 
К Е < 
где Ув = п, Уук = 1. 
Г 
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Если в исходной системе возбужден лишь один 
осциллятор, т.е. ик =0. (251), п, 520, то 


и Е 
239 Лл.! 
НУЗИ" р . (52) 


Соответствующие условные вероятности для чисел фо- 
тонов 0 (1, ..., |) в этом случае выражаются поли- 
номиальным распределением [45] 


о ([., ...,1,| п) = 0, ЕЕ 


Б 1 Ба дарр 3". – Ул (53) 


] 
а вероятность 0 (1; К) обнаружить /; фотонов на 1-м ва 
ходном осцилляторе получается суммированием (53) п 
всем /;(/5=і) и снова описывается биномиальным АЕ. 
пределением 


о (|) = ГТАЬРО — А. а 


ТА т" ей 

Нетрудно видеть, что ее (52) обобщает (27) на 
случай произвольного числа осцилляторов и произволь- 
ного канонического преобразования, не изменяющего 
оператор суммарной энергии. 

Таким образом, в этом параграфе мы нашли все 
формулы, необходимые для исследования процессов пре- 
образования и дополнения шумом электромагнитных 
сигналов в линейных средах. 


3. Пропускная способность одномерного канала 
с тепловым шумом 


Итак, пусть на вход приемника поступает суперпози- 
ция полезного сигнала и теплового шума — сейчас нам 
уже нет надобности заново перечислять все физиче- 
ские ситуации, в которых это возможно. Важно лишь 
то, что в одномерном электромагнитном канале каждой 


из собственных частот о. соответствует только один 


осциллятор поля и поэтому смешение сигнала с тепло- 
вым шумом здесь может быть описано простейщим пре- 
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образованием переменных набора двумерных осциллято- 
ров: 


Ч. = 9 905 Ф -{ 9, ЗФ, 
Ч = — 91.5101. Ф 1-9 СО5 Ф, (55) 


из которых 9, относится к осцилляторам входного сигна- 


ла, 9, — источника шума, а 4’, — их суперпозиции, до- 
стигающей приемника. 


Мы не будем предполагать, что процесс ослабления 
сигнала и дополнение его шумом обладает какой-либо 
спектральной избирательностью (как это имело бы, на- 
пример, место в пассивном шумящем фильтре), поэтому 
«угол поворота» ф и связанный с ним коэффициент пе- 
редачи канала а=соѕ^р выберем одинаковым для 
всех А. | | 

Мы, однако, оставим за собой право считать, что 
шумы хотя и имеют тепловое происхождение, но не обя- 
зательно равновесны по своему спектральному «оставу. 
Физически последнее обстоятельство может быть обу- 
словлено предысторией излучения и распространения 
шумов` до их проникновения в канал связи, а математи- 
чески оно означает, что каждый из осцилляторов источ- 


ника шума описывается гиббсовской матрицей плот- 
ности 


| а у ру 
ОРЕ у | сЕ 


но значения (/,) или Ө, зависят от частоты є, произ- 
вольным: образом. 


Нетрудно видеть, что при наших допущениях доста- 
точно выяснить вопрос о пропускной способности С. лишь 
одной спектральной компоненты канала, а уже потом 
просуммировать результат по всем частотам о,. С дру- 
гой стороны, в гл. [| при обсуждении вопроса о пропускной 
способности обобщенного физического канала мы уже 
получили верхнюю. оценку пропускной способности для 
случая двух осцилляторов одинаковой частоты, один из 
которых служит материальным носителем информации, 
а второй — источником шума. Несколько позже мы по- 
кажем; что при соблюдении определенных условий эта 
оценка является точной, и обсудим некоторые возни- 
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кающие в этой связи тонкости; теперь же проёто вос- 
пользуемся результатом гл. 1 [формула (56)], чтобы :за- 


писать 
С, УР Эли. ((5, = п. ),) ан Эе (п, )»), (56) 


где <$5-+п>:= <5>:с053^ + «п $1126 -— среднее число 
квантов на выходном осцилляторе, <п>,=<и> ѕіпёф; 
<$> и <п> — соответственно числа заполнения осцил- 
ляторов исходного сигнала и источника шума, а 


5, (8) = а (1-5) +в 1. (57) 


Суммируя по частотам ®, и переходя, как много раз 
прежде, к интегрированию, запишем [48, 49] 


САЗ Р З Еѕ + Еһ Риз \ |= 
| С = от | ре тоа Ет зар ( о )| о, (58) 
0 


где Ё; (®.) -- Ри (®,) = (5, -- 2). йә, — спектральная мощ-. 
ность суперпозиции сигнала и шума, а Ё, (о,) = ћо, (л), — 


выходная «спектральная мощность шума в отсутствие 
сигнала» [см. оговорку по этому поводу после формулы 
(56) гл. 1]. 
Приступим теперь к обсуждению этого выражения. 
Как и в случае канала без помех, прежде всего выясним 
вопрос о максимальной пропускной способности при за- 
данной средней мощности сигнала. Сначала пусть шумы 
до их смешения с сигналом имеют равновесный спектр, 


чему соответствует 


О 


(п)=(@е®.—1)-*. | 92259) 


Это, конечно, не означает, что равновесным является и 

распределение интенсивности шума в выходном канале 

Е» (о.) = Во (п. } ѕіп Ф, поскольку его спектральная темпе- 
^ 


ратура 


ћо йо 
Е лы аруа. (60) 
еф 1 НЕ с | 
д ід ( и (п) ѕіп? ф Іа (е ® — соз? $) — Іп ѕіп? $ 


уже зависит от частоты (см. рис. 4). Нетрудно просле- 
дить, что на низких частотах, где Йо «Ө, при ослабле- 
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нии шума в ѕіп-№р раз его спектральная температура Ө 
убывает во столько же раз, а в квантовом пределе 
ћоУӨ не изменяется, поскольку там выражение (60) 
принимает вид 


йә И 
8, (о) = по (5 — ® созе — шойи ) ‚ (61) 


Для того чтобы максимизировать пропускную  спо- 
собность канала по спектральному распределению вход- 
ного сигнала, достаточно, как это видно из структуры 
формулы (58), обеспечить максимум энтропии суммар- 
ного выходного излучения, т. е. равновесный характер 
его спектра РГ. (&) РЕ. (в). В нашем случае, когда шумы 
до их проникновения в канал имеют равновесный 
спектр температуры Ө, передатчик должен посылать сиг- 
налы со спектральной мощностью | | 


| ћо 1 $112 © 
Е (~) == ЕДА 9 гузы = ет 9 (62) 
Өъфф ссоре 1 


где 9% — эффективная температура результирующей 
смеси сигнала с шумом. 

Если же мощность передатчика для этого недоста- 
точна (что возможно, поскольку шумы на выходе кана- 
ла имеют, вообще говоря, неравновесный спектр), то пе- 
редачу следует вести таким 
образом, чтобы спектраль- 8) 
ная температура суммарного 60------——----2== 
выходного излучения ока- 
залась ограниченной снизу 
максимальным из возможных 
зпачений. Сказанное в рав- 
ной мере относится и к слу- 
чаю, когда неравновесным Рис. 4 
является и первоначальный 
спектр шумов. Если же спектральная температура вы- 
ходного шума по-прежнему описывается формулой (60), 
то при малой мощности передатчика выгодно сосредото- 
чить эту мощность на относительно низких частотах, за- 
полнив тем самым область малых спектральных темпе- 
ратур выходного шума и вовсе отказавшись от передачи 
на частотах, превышающих Ө #-'соѕ2ф (рис. 5). 


После 


2 
90$ ф ослабления 
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_ Наконец, прежде чем перейти к анализу более кон- 
кретных ситуаций, обсудим вопрос о том, в какой сте- 
пени оценка, приведшая к формуле (58), является точ- 
ной и всегда ли знак равенства в ней правомерен. 
Прежде всего, это заведомо так при ѕіп?ф< 1 — доста- 
точно возвратиться к соотношениям $ 3 гл. | и убедить- 
ся, что. в пределе при малых ф условная выходная 
энтропия асимптотически не за- 
висит от посланного сигнала 
(если последний описывается 
чистым состоянием поля) и 
(мана шум совпадает с энтропией выход. 
‚ ного шума. Кроме этого, про- 
пускная способность, вычис- 
ленная по формуле (56), вква- 
зиклассическом пределе дости. 
Рис, 5 гается при любом значении ко- 
эффициента передачи —этот ре- 
зультат мы получим несколько позже, обсуждая передачу 
и прием когерентных сигналов. Однако в общем случае мы 
вправе лишь утверждать, что значение С (58) есть верх- 
няя граница пропускной способности и что более точной 
оценки, содержащей лишь выходные параметры сигнала 
и шума, не существует. Достижимость границы (58) лег- 
ко обосновать предельным переходом ф——0 при одно- 
временном увеличении мощности источника помех, с тем 
чтобы выходной спектр шумов Ё, (0) оставался неиз- 
менным. Вопрос же о том, можно ли усилить эту оценку 
с помощью формулы, явно содержащей коэффициент пе- 
редачи а=с0$?ф, пока остается открытым. 

Сделав, таким образом, все необходимые оговорки, 
снова будем пользоваться для определения пропускной 
способности канала с шумом формулой (58) и обсудим 
случай а<«1, предполагая при этом, что выходные мощ- 
ности сигнала и шума все же сравнимы между ‚собой. 
Именно этот случай наиболее интересен с практической 
точки зрения, поскольку в реальных условиях чаще все- 
го. до приемника доходит лишь малая часть посланного 
передатчиком излучения. 

_ По-прежнему предполагая спектр источника шумов 
тепловым, мы теперь можем без большой погрешно- 
сти считать и выходной шум равновесным излучением 
той же температуры ®. Тогда при заданной мощности 
выходного сигнала Е,(о) (в дальнейшем мы будем опу- 
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Өс) 
____ Дун 80 ослабления 


— —— 


аг 


— —^ 


 Осладленный шум 


скать прилагательное «выходной» как для сигнала, так 
и для шума, поскольку именно лишь с выходными па- 
раметрами и будем иметь дело) максимум С достигает- 
ся на квазиравновесном суммарном спектре: 

йо 


Е, (ә) -- Е. (ә) = йә (е 90% ет (63) 
эффективная температура которого 9.фф определится из 
баланса энергий: 


пӨфф __ лө 
пол кет Уой + Р, (64) 


что при подстановке в (62), (58) дает [37] 
тө 12Рћ, 
СЕЗЕ (ут 2% 1). (65) 


Энергию Е, необходимую для передачи одной натураль- 
ной единицы информации, снова определим как отношє- 
ние мощности сигнала Р к скорости передачи информа- 
ции ©, записав 


С Зӣ, 
Е Ө“ (66) 
Минимальная энергия, необходимая для передачи со 
скоростью № одной натуральной единицы информации, 
достигается при = С и равна 
Еъњ=Ө +3 К/7, (67) 
что служит обобщением формулы (51) из гл. 2 на єлу- 
чай канала с тепловым шумом. 
При малом отношении мощности сигнала к мошно- 
сти шума 12#Р<« лө? выражение (65) дает 


Р 
Сув = теб Й (68) 


что является формулой Шеннона [1] для широкополос- 
ного канала с аддитивным гауссовым шумом. 

При бесконечно медленной передаче информации 
ћС<Ө выражение для Ешь (67) переходит в формулу 
Бриллюэна: | 
== 095 | (69) 
Таким образом, для передачи одной натуральной едини- 
цы информации в тепловой среде необходимо как ми- 
нимум доставить приемнику сигнал < энергией ©; если 
же мы захотим передавать сведения быстро, то энерге- 
тическая цена информации возрастет. 
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_ Если помехи отсутствуют или их энергия мала Ө2< 
«ЕР, то (65), как и следовало ожидать, переходит 


в результат 
Е 
без ГА Е (70) 


полученный нами ранее для идеального канала, когда 
пропускная способность ограничивалась лишь кванто- 
выми эффектами. Заметим, 
что точка пересечения на 
плоскости (С, Р) асимптоти- 
ческих выражений (68) и 
(70) соответствует отноше. 
нию (рис. 6) 

РВ | 

202’ 
поэтому практически при 
меньших значениях мощно. 
сти лучше пользоваться фор- 
мулой (70), а при боль- 
ших — (68). 

Рис, 6 Перейдем теперь к обсу- 

ждению узкополосного ка. 

нала с тепловым шумом. Как и прежде, обозначая Р 
мощность сигнала в полосе (0+ 8/2) и вводя мощность 
шума в той же полосе * М, с помощью (58) и формул 
гл. 2 получим 


В р 1 2л 
= [| ав), (2 м) | (71) 


Поскольку эта формула весьма громоздка, сразу перей- 
дем к обсуждению различных предельных случаев. 

1. М> ћоВ (шум является существенно классиче- 
ским). Здесь формула (71) приобретает вид 


С = (В/2л) п (1-5 Р/М№), (72) 


т. с, как и следовало ожидать, переходит в хорошо из- 
вестную формулу Шеннона. Конечно, теперь уже нельзя 
говорить о бесконечном росте пропускной способности 
при неограниченном уменьшении шума — тогда просто 
нарушается условие его классичности. Чтобы просле- 
дить, как же в действительности ведет себя пропускная 


* Разумеется, наличие шума вне полосы частот, занятой пере-. 
дачей, никак не скажется на пропускной способности. рений 
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способность при таком переходе, рассмотрим другой 
предельный случай. 

2. М<ћоВ, Р» ВоВ (сигнал классический, а шум — 
квантовый). Теперь вместо (71) получим 


В 97Р В М ћоВе й, 
С (1+5 ћоВ У РЕ ћоВ п 2л ). (78) 


Легко видеть, что согласно этой формуле пропускная 
способность остается конечной и в отсутствие шума, 
а сама формула переходит в соответствующий резуль- 
тат, полученный в гл. 2 для идеального канала. | 
_ 3. Р<ћоВ, М№< ВоВ (и сигнал, и шум существенно 
квантовые). Тогда | 


В. йоВе Р 
С = (вы)! [Ра рау Ма (1 ТЕ м). (74) 


Показательно, что здесь пропускная способность зави- 
сит уже не только от отношения сигнал/шум, как 
в классике. | 

_ Может показаться, что нам следовало еще рассмо- 
треть случай, когда квантовый сигнал передается на 
фоне классического шума. В действительности же этот 
случай уже содержится в классической формуле (72), 
поскольку интенсивность сигнала входит в выражение 
(71) лишь через суммарную мощность сигнала и шума. 


4. Частотно-временное рассогласование приемника 
с передатчиком 


Как мы уже видели в гл. 2, оптимальным способом 
передачи информации в идеальном квантовом электро- 
магнитном канале является последовательная посылка 
сигналов некоторой длительности Т, представляющих 
собой состояния поля с заданным значением энергии на 
каждой из частот ®,, отстоящих друг от друга на 2д/Т 
внутри полосы В, используемой для’ передачи. В част- 
ности, можно выбрать Т=2л/В, тогда в полосе В будет 
разрешена только одна частота, и посылка сигнала све- 
дется просто к заданию полной энергии поля внутри 
каждой из временных ячеек, как это имеет место при 
‘амплитудной модуляции монохроматического излучения. 

В этих условиях оптимальная работа приемника «во- 
дится просто к измерению энергии или счету фотонов на 
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каждой из частот последовательно для всех отрезков 
времени Гь, т. е. к спектрально-временному анализу по- 
ступающего сигнала. Разумеется, для этого приемник 
должен быть согласован с передатчиком по времени и 
по частоте, как об этом говорилось в гл. 2. 

Однако в реальных условиях частотно-временное 
рассогласование приемника с передатчиком является 
важным фактором, уменьшающим скорость передачи по 
сравнению с пропускной способностью. Действительно, 
выходное устройство реального передатчика и, соответ- 
ственно, входное приемника обычно представляют собой 
резонансные системы < конечной добротностью, т. е. об- 
ладают конечной разрешающей способностью по часто- 
те. Эти разрешающие способности могут оказаться раз- 
личными у передатчика и приемника, вследствие чего 
приемник или не в состоянии различить фотоны, принад- 
лежащие двум близким, но различным частотам пере- 
датчика за счет бесполезно точной регистрации времени 
их прихода, или, наоборот, не локализует фотоны в пре- 
делах временной ячейки передатчика, измеряя с излиш- 
ней точностью их частоты. Подобная ситуация, напри- 
мер, возникает, если для передачи использовать незави- 
симую амплитудную модуляцию различных мод много- 
частотного лазера, а прием вести непосредственно с по- 
мощью счетчика фотонов, который обычно является от- 
носительно широкополосным прибором. 

Сейчас мы пока отвлечемся от учета шумов или дру- 
гих факторов, влияющих на скорость передачи информа- 
ции, предполагая выяснить отдельно лишь ту роль, ко- 
торую способно сыграть частотно-временное рассогласо- 
вание в канале связи. 

Прежде всего покажем, что рассмотрение этой зада- 
чи опять-таки может быть проведено на языке линейных 
канонических преобразований. Для удобства рассужде- 
ний проведем сначала не временное, а пространственное 
«нарезание» сигнала, что, конечно, не имеет принципи- 
ального значения в одномерном случае. 

— 


Разложение вектор-потенциала .4 (х, #) в отрезке 


длины / запишем, как и прежде, в виде 
1 


Я (22, 2) = У) Е. т) 2 ауе" д. ает №} (75) 
т 

где Р, == 2т4[1., А |, 25 3: 
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Если разбить отрезок / на К равных частей длины 
Га =х;—х;1==1 |К, то описание состояния поля в каждом 
из этих новых отрезков получается с помощью разло- 
жения | 


—1/2 1х Е ух рро ^2 
ре Усе г“ (Е) 0 
А” | 


А 4 —] і(А —^! ГА м 
где == (ВЕ) Е) ее Е тА И. 


хг 


Введенная здесь матрица С‘, „ унитарна: 


і ЕРЕ Е: 
У) С МА Суху == 0,,,,, 
А 


ЗЕ 
о б = 6000. 
А 
Подставляя (76) и (75) и вводя операторы 


Аа, (77) 
А 


ь Е | | 
где Л?,,, == (®,,|® ) с, получим для каждого из ма- 


лых отрезков снова разложение вида (75) с надлежа- 
щей заменой [—-Ё;. ан к: 

Теперь обсудим, что же мы фактически сделали. 
Для того чтобы перейти к описанию поля при помощи 
разложения на каждом из малых отрезков, нам по «<у- 
ществу пришлось заново ввести периодические краевые 
условия на границах каждого из них. Строго говоря, мы 
на это не имели никакого формального права-и должны 
ожидать, что при подобной процедуре изменится даже 
вид оператора энергии поля. 

Отвлечемся, однако, на время от формальной сторо- 
ны дела и попытаемся представить, как подобное «на- 
резание» сигнала могло бы быть произведено физиче- 
ски. Подходящей моделью для описания такой процеду- 
ры могут служить либо зеркальный барабан, либо 
система быстродействующих затворов «< зеркалами 
и т. д. С другой стороны, при достаточно быстром дви- 
жении этих деталей они неизбежно будут излучать са- 
ми, чем внесут возмущение в энергию поля тем большее, 
чем быстрее движутся. Ни к чему новому не приведет и 
попытка сконструировать устройство, лишенное механи- 
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чески Движущихся деталей — все равно придется быстро 
изменять импеданс поверхности, или показатель прелом- 
ления среды, что неизбежно связано с движением за- 
рядов. 

Эти мысленные эксперименты призваны убедить ЧИ- 
тателя в том, что наложение добавочных граничных 
условий и вызванное им внесение возмущений в поле не 
свидетельствует о недостатках используемого здесь фор- 
мального аппарата, а коренится в самом существе дела. 
С математической точки зрения возмущение энергии 
поля, о котором здесь идет речь, выражается в том, что 
матрица Л!,,, преобразования (77) неунитарна. Посмо- 


трим, в каких случаях этой неунитарностью можно пре- 
небречь и чему это соответствует физически. 

Если относительное ‘различие между частотами осцил- 
ляторов, переменные которых подвергаются преобразова- 
нию (77), невелико, то ө,,/ә, = 1 и матрицу Л, при- 
ближенно можно считать унитарной. Сделать это мы 
можем с тем большим правом, чем больше [1 превышает 


2тс|®,. Действительно, записывая ЛА, в явном виде| 45] 
| © — 0; 
7 а азрат 
от 2с 
МИ Г Гу 


Л: ехр [і (о О, Ф, ,) 7 


Ї (әу — ©з) 
х (+ 1)/26], (78) 


ВИДИМ, ЧТО коэффициенты преобразования заметно отличны 
от нуля только для волновых векторов, удовлетворяющих 


условию ГЕ, = = ст: | әу — ®,,|< 2т. Таким обра- 
зом, преобразование (78) можно разбить на группы: каж- 
ДЫЙ. „ВЫХОДНОЙ“ осциллятор ®, связан с Қ. исходными 
осцилляторами, волновые векторы которых лежат в узком 
интервале (Ё, = —=т/ П. При этом частоты ®,, можно с той же 
точностью. считать совпадающими с ®.. 


_ Физически условие Е, > фа означает, что, несмотря 


на пространственно- временное дробление фотона, пред- 
ставление о квантах поля продолжает сохранять при- 
ближенный смысл, поскольку длина соответствующего. 
классического. волнового цуга еще содержит много длин . 
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волн. При этом фактор, осуществляющий нарезание 
(затвор, призма), если и излучает электромагнитную 
энергию, то в значительно более длинноволновом диа- 
пазоне, чем тот, который нас интересует. 


Если же еще предположить, что АИ 5 1, то в пер- 
вом по П порядке (78) можно переписать в виде 


— 


1/2 
А = 2) ехр [2 (юу — ®,,) (хё-- Х1-1)/ 24]. (7) 


Перейдем теперь непосредственно к теоретико-инфор- 
мационному аспекту проблемы. Для определенности бу- 


дем пока считать, что характерное время приемника Т 
меньше, чем время передатчика, хотя основные резуль- 
таты с небольшими оговорками окажутся применимы 
и к обратному случаю. Согласно предыдущим замеча- 
ниям, будем считать, что каноническое преобразование, 
связывающее входные переменные канала с выходными, 
разбивается на независимые блоки, каждый из которых 


преобразует переменные Т/Т входных осцилляторов 
в частотном интервале Ф, = т/Т к переменным такого 


же числа осцилляторов одинаковой частоты, сопостав- 
ленных различным временным ячейкам: 


К = УА, а, 
Ї 


Рад 4 х 
А, А0 ехр о ( Е 5) т ) (80) 


Здесь и ниже греческими и латинскими индексами 
нумеруются соответственно осцилляторы приемника 
(выходные) и передатчика (входные). Схематически 
описанная ситуация и сделанные приближения иллюст- 
рируются рис. 7. Легко заметить, что при таком пре- 
образовании динамических переменных число осцилля- 
торов, описывающих сигнал длительности Т в полосе В, 
не изменяется: по мере дробления сигнала на все более 
мелкие отрезки спектр допустимых частот в каждом из 
этих отрезков становится все более редким. Разумеется, 
приняв все допущения, приводящие к простому преоб- 
разованию (80), мы сможем претендовать лишь на оце- 
ночный расчет, однако для выяснения основных законо- 
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мерностей этого уже вполне достаточно, а получение 
точных результатов здесь сопряжено с большими фор- 
мальными трудностями. 

Рассмотрим случай, когда посылка сигналов длитель- 
ного Т состоит в задании когерентного состояния одного 
из входных осцилляторов для каждой из указанных 
грулп, все остальные осцилляторы находятся в состоя- 
нии с нулевой энергией. Таким образом, в полосе В ока- 


жется Т/2л равноотстоящих по частоте «заполненных» 
когерентным излучечием осцилляторов. Найдем в квази- 


классическом случае количество информации, извлекае- 
мое из такого сигнала энергочувствительным приемни- 
ком, имеющим разрешающую способность по частоте 


Эл/Т, т. е. дробящим время Т на К отрезков длительно: 


стью Т. Как показано ранее, наличие когерентного со-. 
стояния на одном из входных осцилляторов приводит 
на выходных к появлению когерентных состояний 
с амплитудами а, = Лаг, где индекс і указывает но- 


мер возбужденного осциллятора. Записывая в энергети- 
ческом представлении матрицу плотности когерентного 
состояния выходных осцилляторов, найдем условное рас- 
пределение для чисел фотонов при заданном а: 


21 
"у |А; | Л, 91| ы 
У ({7,} о) = | е тта (81) 


} Уу 

Как и следовало ожидать, результат измерения чисел 
фотонов в каждой из временных ячеек приемника не &0- 
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держит сведений о фазе исходного когерентного состоя- 
ния, поэтому при передаче информации имеет смысл 
связывать элементарное сообщение лишь «со значением 
2: = |си|?. Как легко видеть из (81), оптимальным будет 
то же распределение, что и при непосредственном изме- 
рении числа фотонов исходного осциллятора. Поэтому 
в квазиклассике, когда <т;> »1, близким к оптималь- 
ному будет распределение вида (ср. 67а, гл. 2) 


„= 


ш(2:) = 


ра 2:12 (тр 
(2 (ту)? (1/2) 


(82) 


Вычисленное < помощью (81) и (82) совместное безу- 
словное распределение чисел фотонов на выходе опре- 
делится выражением 


(2+) саб 27, 
г (>) ач +)" 
р 


| Ау; | 
СЕ Е тези } | (83) 


Й (бл, }) = © 


Тогда с учетом (81) —(83) выражение для количества о 
информации примет вид 


т 1 4 (21) [5 АР 21 20, Ва Аа 


= Ў, п. —1А,;122; и П п.) } (84) 
{лу} У 


Производя в (84) стандартные вычисления, получим для 
количества информации, переданного в каждой группе 
за время Т: 


1;=0,5 ш <т:>. | (88) 


Суммируя (85) по всем группам в ‘полосе В, придем 
к выражению для скорости передачи информации: 


ВТ о РТ та я 
Я оа 86 
41 ЯоТВ ( ) 


149 


где Р — средняя мощность сигнала. Заметим здесь, что 
то же количество информации мы получили бы и при 


измерении суммарного числа М = У п, фотонов во всех 
У 
приемных временных ячейках. 

Теперь рассмотрим практически более интересный 
случай, когда при передаче задаются амплитуды «о; всех 
входных осцилляторов, что физически соответствует не- 
зависимой модуляции всех мод, разрешимых по частоте 
за время Т. В этом случае, так же, как и в рассмотрен- 
ном выше, все выходные осцилляторы будут снова на- 
ходиться в когерентном состоянии с амплитудами 


‚= Аа. 
1 


Записывая для этого случая матрицу плотности вы- 
ходной системы осцилляторов в энергетическом пред- 
ставлении, найдем условное распределение 


—1Е Ага 1 УЛ рај е 
У (5,14) = [е 0 


У 


_ Как видно из (87), переходные вероятности здесь уже 
зависят от фаз исходных когерентных состояний. Однако 
если передатчик связывает сообщение только с ампли- 
тудой сигнала г;= |а;|? в каждой из частотно-временных 
ячеек, то существенной для передачи информации будет 
переходная вероятность между суммарной энергией 
входной системы осцилляторов и полным числом фото- 


нов М = и, во всех входных ячейках. Из (87) нахо- 
У 
ДИМ 


М 

‚\ ау =) 
А му —е Кез рз (88) 

н 
Отсюда видим, что задача об определении количества 
информации, передаваемой за время Т в каждой из 
групп осцилляторов, формально эквивалентна задаче 
о количестве информации, извлекаемой при счете фото- 
нов одного осциллятора, для которого (М) = У (ту). 
ј 
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Поэтому в квазиќлаёсике оптимальным распределением 
величины 2= Ў будет 
ј Р, 


бА А — 2/2 М) 
о) — мутит) ° и 


При этом число фотонов на каждом из входных осцил- 
ляторов группы должно быть распределено по закону 


(т? 2 (т) 2. 
9 ЭМ). „лм ^ зет 
(9 (М)) 2і 2 М) 6 (90) 


(ти) 
г (оо) 

Действительно, применяя операцию свертки к (90), 
получим для 4 распределение (89). | 


Соответственно ‘для безусловного распределения 
&(М№) < помощью (88) и (89) найдем 


М, 91) 
(242 (м))12 и М.Г (№2) ; 


Для вычисления количества информации можно ис- 
ходить как из (90), так и из (89). Эта эквивалентность 
позволяет сразу же записать максимальное количество 
информации, передаваемое в каждой из ор за вре 
мя Т, в виде 


0) (22) == 


ш (№) = 


1= (М). | 099) 


Суммируя по всем группам в полосе В, получим для 
скорости передачи информации выражение, совпадаю- 
щее с (86). 

Таким образом, скорость передачи информации при 
амплитудной модуляции и частотно-рассогласованном 
энергочувствительном приеме совпадает с той, которая 
получится, если при передаче использовать лишь излуче- 


ние частот, отстоящих друг от друга на 2л/Т, т. е. раз- 
личимых приемником. При этом, как видно из структуры 
формулы (86), наличие рассогласования в информаци- 
онном смысле эквивалентно эффективному уменьшению 


ширины полосы в Т/Т раз. С помощью формул (87) и 
(88) можно показать, что если рассогласование имеет 
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обратный знак, т. е. Т>Т, то в формуле типа (86) Ти 


Т меняются местами, что по-прежнему приводит 
к уменьшению эффективной ширины полосы при увели- 
чении величины рассогласования. 

Теперь обратимся к рассмотрению сигналов с опре- 
деленным числом фотонов в каждой из частотно-времен- 
ных ячеек передатчика. Как отмечалось выше, рассмо- 
трение п-квантовых состояний в каналах связи имеет 
скорее академический интерес, нежели практический, 
поскольку в настоящее время неизвестны способы их 
генерации. (См. сноску на стр. 92.) Тем не менее, мы 
рассмотрим два простых примера с целью выяснения не- 
которых общих особенностей такой передачи. 

Как и для когерентных сигналов, сначала рассмо- 
трим случай, когда в каждой из групп входных осцилля- 
торов возбужден лишь один осциллятор, который нахо- 
дится в состоянии с энергией Е; =й о;/;. Как показано 
в $ 2 этой главы, условное распределение чисел фотонов 
выходных осцилляторов в этом случае имеет вид 


. | Л 12" 
о (10) = р 10 у Я (93) 
1 У а, 


У 


Легко видеть, что здесь информацию о сигнале пере- 
носит лишь полное количество фотонов в соответствую- 
щей группе выходных осцилляторов, а не их размещение 
по ячейкам Т. ом 

Максимальное количество информации в этом случае 
соответствует гиббсовскому (равновесному) ансамблю 
сигналов на каждом из возбужденных осцилляторов, что 
при средней мощности сигнала Р в полосе В приводит 
к выражению для скорости передачи: | 75 


8 ей ге 2 (1 д. РТ \_ 
еа ћоВї һоВТ |. 


2пРТ А 2л РТ 
ћоВвТ  вовт |’ 


(94) 


Здесь, как и в формуле (86), скорость передачи ин- 
формации отличается от ее значения в идеальном кана- 
ле лишь введением эффективной полосы. ВТ/Т. 
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Теперь качественно обсудим случай, когда при пере- 
даче возбуждаются все входные осцилляторы. На пер- 
вый взгляд, может показаться, что здесь, как и в приме- 
ре < амплитудной модуляцией когерентных состояний, 


результат по-прежнему сведется к замене В на ВТ/Т 
в формуле для идеального канала, поскольку приемник 
по-прежнему не способен различить входные осциллято- 


ры в каждом из частотных интервалов 2л/Т. Однако, 
если обратиться к результатам $ 2, легко видеть, что 
условное распределение для выходных фотонов зависит 
не только от суммарного числа входных, но и от разме- 
щения их по осцилляторам входной группы. В частности, 


биномиальное распределение в каждой. из ячеек Т по- 
лучается лишь в том случае, если все входные. богаты 
помещены на один осциллятор группы. 

Это обстоятельство, в принципе, позволяет извлекать 
некоторую (хотя и небольшую) информацию не только 
из данных о полном числе фотонов в группе выходных 
осцилляторов, но и от их размещения по ячейкам, т. е. 
хотя бы вероятностно различать входные сигналы с оди- 
наковым суммарным числом фотонов в каждой из вход- 
ных групп. 

Сказанное означает, что при использовании для пере- 
дачи п-квантовых состояний всех входных осцилляторов 
в полосе В можно достигнуть несколько большей скоро- 
сти передачи, нежели получаемой по формуле (94). Лю- 
бопытно, что эффект, позволяющий получить эту допол- 
нительную информацию, по существу аналогичен эффек- 
ту Брауна-Твисса, поскольку он обусловлен именно 
корреляцией отсчетов фотонов с близкими частотами, 
генерируемых независимо. 


5. Когерентные сигналы и фазовая информация 


В предыдущем параграфе мы хотя и затронули во- 
прос о передаче информации в системе связи, исполь- 
зующей когерентные сигналы, но рассмотрели лишь те 
ситуации, в которых «с когерентными фазами состояний 
исходных осцилляторов не связывается никаких данных. 
Теперь же, наоборот, мы сосредоточим внимание именно 
на этой стороне дела. 

Итак, пусть передатчик посылает сигналы, являю- 
щиеся когерентными состояниями поля в узкой полосе 
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частот (0+ В/2). Если Т — продолжительность передачи, 
то сигнал однозначно задается набором ВТ/2л когерент- 
ных ‘амплитуд а, сопоставленных состояниям [а ) 
осцилляторов поля в полосе В. Рассмотрим случай, ко- 
гда ансамбль сигналов в полосе передачи обладает ста- 
тистическими свойствами равновесного излучения. Тогда 
плотность вероятности посылки сигнала [{а,}) распре- 


делена по закону 
| 1 |а, |? 
иб) = Пу о (0857) 2 095) 
қ | 


Строго говоря, равновесному характеру ансамбля соот- 
ветствуют не одинаковые средние числа заполнения 


(т) всех осцилляторов, а одинаковые эффективные 
температуры 


9 Хэфф 


ІА 

По, [п (1 те (96) 
Однако поскольку частоты осцилляторов в полосе В не 
слишком отличаются друг от друга, то, выбрав входное 
распределение в форме (95), мы не допустим большой 
погрешности. Заметим, что независимость распределения 
(95) от когерентных фаз Ф, =агсіє (Іт а/Ке а) указы- 
вает на их априорную равновероятность в ансамбле, но 
вовсе. не ведет к утверждению, что с их значениями при 
передаче не связываются никакие данные. 

Попытаемся выяснить, какое количество информации 
можно извлечь из сигналов такого сорта при различных 
способах приема. Прежде всего, пусть приемник обла- 


дает характерным временем разрешения Т<Т и поэтому 
способен измерять лишь переменные осцилляторов, <вя- 
занных < исходными посредством преобразования (80). 
Однако до того, как приступить к обсуждению конкрет- 
ных процедур приема, отметим одно важное обстоятель- 
ство, следующее из теоремы об устойчивости когерент- 
ных и тепловых состояний, сформулированной в первом 


параграфе этой главы. Если Т>2л/В, то практически 
все осцилляторы каждой из входных групп, связанных 
с выходными осцилляторами одинаковой частоты, попа- 
дут в полосу передачи В. При этом в результате посыл- 
ки определенного сигнала |4{,}) каждый из выходных 
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осцилляторов снова окажется в когерентном состоянии 6 
В, —= У Аа... (97) 
| ^ 


Но, с другой стороны, поскольку эффективные темпера- 
туры ансамбля для каждого из исходных осцилляторов 
одинаковы, то и ансамбль состояний выходных осцилля- 
торов будет обладать точно теми же статистическими 
свойствами. 

Следовательно, какие бы динамические переменные 
не измерял приемник, результат будет тот же, что и при 
непосредственном измерении соответствующих перемен- 
ных исходного набора осцилляторов. В самом деле, 
с точки зрения приемника уже совершенно не важно, 
возникают состояния выходных осцилляторов в резуль- 
тате каких-то. преобразований, или они непосредственно 
создаются передатчиком — с информационной точки зре- 
ния важны только тип сигналов и статистические свой- 


ства их ансамбля. Таким образом, в пределах Т»Т> 
>2л/В частотно-временное рассогласование не способно 
изменить полного количества передаваемой информации. 
Здесь, однако, есть некоторые любопытные тонкости, 
к анализу которых мы сейчас и приступим. 

Пусть приемник ‘измеряет значение канонической ко- 
ординаты каждого из выходных осцилляторов (напом- 
ним еще раз, что здесь речь может идти только о некоем 
мыслимом пределе эффективности косвенных измере- 
ний). Тогда при наших допущениях можно сразу вос- 
пользоваться результатами второй главы, записав 


АР л(! и #8) | (98) 


где по-прежнему / — количество переданной информа- 
ции, а Р — мощность сигнала в полосе В. Если теперь 


уменьшать Т, то эта формула останется справедливой 


вплоть до значения Т=2л/В, когда в каждой из времен- 
ных ячеек приемника останется лишь по одному осцил- 
лятору *), и фактически наше измерение сведется ‘просто 
к отсчетам мгновенных значений напряженности поля 


“) Строго говоря, этот осциллятор не обязательно попадет 
в центр полосы В, однако сейчас мы отвлечемся от деталей такого 
рода. 
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через интервалы 9л/В — вдвое реже, чем этого требует 
известная классическая теорема. 
Попробуем сначала качественно выяснить, что же 


произойдет, если удвоить число отсчетов, выбрав Т= 
=л/В. При разделении ячейки 2л/В (внутри которой 
возбужден лишь один осциллятор) надвое появится уже 
два возбужденных осциллятора той же частоты, связан- 
ных преобразованием (77), (78) с исходным и осцилля- 
торами, частоты которых лежат вне полосы В. 

К сожалению, детальный анализ матрицы (78) пре- 
образования, порождаемого делением отрезка канала 
пополам, изобилует массой не слишком существенных 
для нас тонкостей, которые лишь затемнили бы суще- 
ство дела— в частности, различным оказывается рас- 
смотрение для частот о, с четными и нечетными л. По- 


этому мы лишь укажем, что состояния двух интересую- 
щих нас возбужденных осцилляторов оказываются та- 
кими, как если бы они были связаны преобразованием 


2 о Ел е: 
р, Ула; У (. ) (99) 
] 


с парой осцилляторов, один из которых есть исходный 
возбужденный, а второй введен для учета суммарного 
влияния осцилляторов, частоты которых лежат вне поло- 
сы передачи В. Если вне этой. полосы излучение отсут“ 
ствует, то состояние фиктивного второго осциллятора 
следует считать вакуумным и при наличии когерентного 
состояния |а) на исходном нетрудно записать совме- 
стное распределение вероятностей для канонических ко- 
‘ординат результирующих: | 


0 (9'’1, 9’ |9 
Хек | — Рена 
ТЕА) ов 


Нетрудно видеть, что независимо измеряя значения 4’, и 
02, мы тем самым получим сведения отдельно о реаль- 
ной и о мнимой частях исходной когерентной амплитуды 
а, т. е. получим те же сведения, что и методом расщеп- 
ления луча (4-, р-прием), обсуждавшимся в гл. 2. 
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у 


и 


Снова выбрав «тепловое» распределение вероятно- 
стей посылки & (а) = (л<и>>)-1ехр (—|а|?/<п>) и 
проделав несложный расчет либо непосредственно вос- 
пользовавшись формулой (95) из гл. 2, нетрудно найти 

ВТ 2*Р \ 
и убедиться, что в классическом пределе Р» ћоВ ско- 
рость передачи № асимптотически достигает пропускной 
способности идеального канала. 

Таким образом, прием когерентного сигнала в поло- 
се В путем отсчетов мгновенных значений, повторяю- 
щихся через интервалы времени л/В, оказывается эф- 
фективным и при квантовом рассмотрении, если шумы 
вне полосы передачи отсутствуют. Собственно говоря, 
последнее требование вовсе не является специфически 
квантовым — просто в классической теории на него нет 
нужды обращать особое внимание, поскольку от шумов 
вблизи полосы передачи всегда нетрудно отстроиться, 
заняв недостающие «холодные» степени свободы, напри- 
мер у фильтра, поддерживаемого при достаточно низкой 
температуре. | 

Необходимо все же отметить, что столь ясная и есте- 
ственная в классической физике процедура отсчетов су- 
щественно проигрывает при переходе в квантовую об- 
ласть, по крайней мере, как средство наглядной интер- 
претации процедуры приема . сигналов. Разумеется, 
понятие о косвенном измерении и здесь, хотя бы в прин- 
ципе, позволяет замкнуть логическую цепь сигнал — из- 
мерение — наблюдатель, но анализ конкретных ситуаций 
становится уже довольно затруднительным. Даже весь- 
ма распространенное представление о «пробном заряде», 
обычно привлекаемое в связи с проблемой измерения 
напряженности электрического поля, становится слиш- 
ком расплывчатым, если частота осцилляций поля ле- 
жит в оптическом диапазоне. | | 

По этой причине разумно попытаться рассмотреть 
вопрос об информативности счета фотонов — измерения, 
осуществимость которого даже современными средства- 
ми не вызывает сомнения. Речь идет о том, чтобы выяс- 
нить, способен ли энергочувствительный приемник извле- 
кать хотя бы часть фазовой информации; тем более, что 
уже сейчас технически представляется вполне возмож- 
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ным передавать значительную информацию посредством 
не только амплитудной, но и фазовой модуляции лазер- 
ного луча. | 

В этой связи естественно рассмотреть влияние разре- 
шающей способности квадратичного приемника по вре- 
мени и по частоте на его чувствительность к изменению 
фаз посылаемых когерентных сигналов. Необходимая 
для подобного рассмотрения формальная схема исследо- 
вания по существу совпадает с приведенной в предыду- 
щем параграфе. Однако здесь мы уже снова будем 
предполагать, что передатчик связывает сообщение не 
только с амплитудой когерентного сигнала, но и с его 
фазой. Переходные вероятности при квадратичном прие- 
ме И ({л, } |а;) и в этом случае определяются выражени- 


ем (87), из структуры которого нетрудно заключить, что 
информация, содержащаяся в сигнале, существенно за- 
висит от соотношения фаз между когерентными состоя- 
ниями осцилляторов исходной системы. 

_ Предполагая обсудить лишь качественную картину, 
рассмотрим простой, но в то же время интересный и ча- 
сто встречающийся на практике случай, когда матрица 
плотности ансамбля когерентных состояний каждого из 
входных осцилляторов группы соответствует тепловому 
состоянию, а средние энергии каждого из них одинако- 
вы. Тогда распределение комплексных амплитуд опреде- 
лится снова формулой (95) с равными средними числа- 
ми заполнения <и> =2лРућоВ. 

Вычисляя с помощью (95) и (87) безусловное рас- 
пределение чисел фотонов Й ({п.\) на выходе канала, 


найдем 


Пу 


| та 1 00) е А т 
реник (№) КЕ ава 


что ДЛЯ энтропии 5=— У) 10 (42) а ({1.}) дает 
У) 


$=К (и) 1) 180и) 40) (да, (108) 
а в квазиклассике 


$5=К1п<пре. (104) 
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Условная энтропия 


$ (л) | (47) = — е6) Фо Ж 


х Уи аш (и, а). 0109 
(о, | 
с учетом (87) и (102) приводится к виду 


авыр = — Гете (и нух 
ху |19 еар Лај урл, 33 
ЕЕ АА у |22, =" 


Хх т. ШЕ О) 
Г в 
В этом выражении при интегрировании по комплексной 
а-плоскости удобно перейти к переменным = УД, о; 
| 7 
` Тогда, выполняя необходимые вычисления, легко: на- 
ходим при <и> ФІ 


50,148) = 5-а 2ле (п) — С), 0107) 


где С — постоянная Эйлера. | 

Окончательно, для количества информации /=8$ — 
— 5({л,) | {а/}), передаваемой каждой группой осциллято- 
ров за время Т, с ЫРА (107) и (104) получим 


аа С). (108) 


Суммируя по всем осцилляторам в полосе В, снова 
выражая результат через среднюю мощность излуче- 
ния Р, найдем выражение для скорости ре инфор- | 
мации в виде 


В (Ш вог). а — 09 


Таким образом, мы снова пришли к выводу о независи- 
мости полного количества принятой информации от ве- 
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личины рассогласования, если оно ограничено предела- 


ми Т>Т>2л/В. Нетрудно, однако, сообразить, что при 
увеличении этого рассогласования происходит своеоб- 
разное перераспределение между достоверностью при- 
ема’ тех сведений, которые передатчик (отправитель) 
связывал с амплитудами гармоник, и тех, которые свя- 
заны с фазами. 

Выясним теперь зависимость той части информации, 
которая связана с амплитудной модуляцией, от величи- 


ны рассогласования К=Т/Т. Как отмечалось прежде, 
существенной для количества информации является пе- 
реходная вероятность между суммарным числом фото- 
нов во всех временных ячейках приемника и суммарной 
энергией всех входных осцилляторов каждой группы, 
описываемой распределением (88). Поскольку в нашем 
случае каждый из входных осцилляторов группы в ан- 
самбле описывается равновесным распределением, то 
величина ИА |? имеет распределение 
ј 
(п) 2) в 21(п), 


Е кеа 


(110) 


Соответственно, суммарное число фотонов М= Мл, на 


входе канала распределено по закону 


ва (МК — 1)! (пу үм 
и №! (К — 1)! (1 -- (пу) (ат) Е, 


Учитывая сказанное, после несколько утомительных вы- 
кладок получим 


1 | | 
1а 2-14 Е а ое Мав 
1 
+(5--к) +, (112) 
а после суммирования по всем группам О 


в полосе В для скорости передачи амплитудной инфор- 
мации К) „| найдем 


рт =: п (К К ОК тура 
+(5-= к) Ф], (113) 
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где Р — средняя в полосе В мощность сигнала. При 
сильном дроблении К> 1 выражение (113) приводится 
к более компактному виду. Поскольку в этом случае 


(К) = ак, 


К-ж КиК, 


из (113) находим при К» 1 


В 2кР 
Ш 


Кү АК  ћоВе? ° 


(114) 


Соответственно, количество фазовой информации опреде- 
лится как К — К. с К из (109). Зависимость информа- 


ционной эффективности, определенной как отношение 
амплитудной или фазовой скорости передачи информа- 
ции к полной скорости Ю, от К показана на рис. 8. 
Остановимся вкратце на физической интерпретации 
полученных результатов. Даже из самых общих сообра- 
жений может показаться 
странным, что приемник, не 
снабженный опорным сигна- 
лом заданной фазы (часами 
с фиксированным отсчетом 
времени), способен извле- 
кать информацию о фазе 
приходящего сигнала. В дей. 
ствительности же он такой Рис. 8 
информации и не извлекает, ` 
но зато принятые им данные о разности фаз между Е 
личными спектральными компонентами сигнала оказы- 
ваются тем более детальными, чем большим временным 
разрешением обладает приемник. При этом, конечно, 
неизбежно теряется информация об амплитудах гармо- 
ник, поскольку уменьшение частотного разрешения ведет 
к тому, что по существу фиксируются лишь их суммар- 
ные значения. Фактически дело происходит таким обра- 
зом, как если бы каждая из гармоник служила опорным 
сигналом для любой другой, хотя сведения об абсолют-. 
ном значении фазы каждой из них оказываются. поте- 
рянными. 
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6. Потеря информации при ослаблении сигнала 

При обсуждении вопроса о пропускной способности 
квантового электромагнитного канала мы лишь немного 
говорили о той роли, которую играет в информационном 
канале. ослабление сигнала на пути от передатчика 
к приемнику. Тем не менее, уже из общего анализа 
трансформационных свойств волновых функций различ- 
ных состояний ясно, что ослабление сигнала должно 
по-разному влиять на информационные свойства канала 
при различных способах передачи и приема. 

При анализе этого вопроса мы снова отвлечемся от 
рассмотрения конкретных моделей ослабления, характе- 
ризуя канал коэффициентом передачи а. Более того, 
в эффективное значение этого коэффициента можно на- 
ряду с физическими факторами рассеяния или поглощше- 
ния света в канале включить и чувствительность детек- 
тора излучения, которая в реальных условиях, конечно, | 
никогда не бывает абсолютной. 

Прежде всего, отметим, что при ослаблении потока 
излучения, переносящего информацию, как правило, про- 
исходит и уменьшение потока его энтропии, что не мо- 
жет не сказаться отрицательно на скорости передачи 
данных. Однако наряду с этим. ослабление «способно 
привести и к дополнительным потерям, дополняя сигнал 
специфическим квантовым шумом — так происходит, на- 
пример, при ослаблении сигнала, первоначально содер- 
жавшего определенное число фотонов. 

Именно с этого случая мы и начнем наше рассмотре- 
ние. В отсутствие ослабления система связи, использую- 
щая в качестве сигналов п-квантовые состояния, способ- 
на, как мы показали в гл. 2, полностью реализовать про- 
пускную способность канала. Если же сигнал подвер- 
гается ослаблению в а раз (по энергии), то согласно 
(30) вероятность зафиксировать на выходе канала ^ фо- 
тонов при условии, что передатчиком было послано п, 
описывается биномиальным распределением 


м (| п) = * (1 — <)" 8А (и — А)1 (115) 
При сильном ослаблении «<\1 (а именно этот случай и 
представляет наибольший практический интерес) выра- 
жение (115) переходит в распределение Пуассона: 
ш (| и) = (9/8 )е <), (116) 
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где <> =а< п> — среднее число фотонов на выходе. 
Но, с другой стороны, в гл. 2 мы уже исследовали лис- 
кретный канал, переходные вероятности которого опи- 
сываются пуассоновским распределением (116). 

Другое дело, что там вид переходного распределє- 
ния диктовался совсем иными причинами, нежели необ- 
ратимый характер ослабления п-квантового пучка, одна- 
ко для формальной стороны дела это обстоятельство не 
имеет никакого значения. Поэтому мы даже не будем 
заново проводить соответствующие вычисления скорости 
передачи данных, а просто перечислим и обсудим в но- 
вой физической интерпретации результаты, фактически 
уже полученные в гл. 2. | 

Если ослабление настолько сильно, что на выходе 
канала поток излучения состоит из редких квантов 
265 <1 (ср. обозначения $ 4 гл. 2), то оптимальный 
способ передачи, позволяющий при <Е>—>0 асимпто- 
тически достичь пропускной способности, сводится 
к применению кодово-импульсной модуляции, а макси- 
мальная скорость передачи данных определяется фор- 


мулой 


в=-8_(—®ш ® — ® 1а (0). (117) 


Если же, напротив, несмотря на большое ослабление, 
выхолной сигнал все же сохраняет классический харак- · 


тер <А> ФІ, то наилучший результат достигается на 


входном распределении вида 
81 


05 
о (и) = (ви(п) ©") (118) 
и дает 
= (В/4л) Ш<Е>, (119) 


что в классическом пределе приводит к возможности 
реализовать половину пропускной способности фотонно- 
го канала. 

Хотя тот же результат мы раньше уже получили при 
рассмотрении амплитудной модуляции и энергочувстви- 
тельном приеме когерентных сигналов, физические пред- 
посылки предельного значения эффективности 1% = р 
в этих двух случаях существенно различны. Действи- 
тельно, если прежде мы смогли заключить, что потеря 
половины пропускной способности происходит за счет 
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неиспользования для передачи значений когерентной 
фазы, то теперь за такую потерю ответственен именно 
необратимый характер ослабления л-квантовых сигна- 
ЛОВ. | 

Если же в канале с ослаблением для передачи 
используются амплитудно-модулированные когерентные 
сигналы, то устойчивость этих состояний сразу позво- 
ляет заключить, что скорость передачи данных зависит 
от параметров выходного излучения так же, как и в иде- 
альном канале, а следовательно, при «<1 амплитудная 
модуляция приводит к одному и тому же значению ско- 
рости передачи, независимо от того, генерирует передат- 
чик п-квантовые или когерентные состояния. 

Любопытным свойством своеобразной «информаци- 
онной устойчивости» обладает и квазиравновесный 
ансамбль когерентных состояний, в котором передавае- 
мые данные связываются как с амплитудами, так и 
с фазами спектральных компонент сигнала. В самом де- 
ле, коль скоро по отношению к ослаблению устойчивы 
как отдельное состояние-сигнал, так и их ансамбль, мы 
вправе снова воспользоваться соответствующей форму- 
лой, полученной для идеального канала, и записать ско- 
рость передачи в полосе В в виде 


= (В/2л) 1а (1+2лР/ВоВ). (120) 


Здесь, конечно, под Р следует понимать мощность излу- 
чения, достигающего приемника. Таким образом, вид за- 
висимости А от В и Р в этом случае никак не определя- 
ется наличием или отсутствием затухания в канале, а дело 
сводится лишь к уменьшению мощности в 1/а раз. | 

Разумеется, подвергать когерентный сигнал. квази- 
равновесной амплитудно-фазовой модуляции целесооб- 
разно лишь в том случае, когда и на выходе канала он 
поодолжает удовлетворять условию квазиклассичности 
РЗ Вов. Если же до приемника доходят дишь редкие 
кванты (27Р < ЙъВ), то выгоднее снова воспользовать- 
ся амплитудной кодово-импульсной модуляцией, а с фа- 
зой высокочастотного заполнения импульса вообще не 
связывать никаких данных. 

Теперь обратим внимание на следующее обстоятель- 
ство. Любая из физических моделей, которые мы обсуж- 
дали в начале этой главы, переходя к описанию реаль- 
ного канала в формализме линейных канонических пре- 
образований, способна привести не просто к ослаблению 
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сигнала, но и к его разветвлению по нескольким кана- 
лам. Так происходит при разделении фотонного пучка 
полупрозрачным зеркалом, при рассеянии света и т. д. 

Конечно, на практике побочные каналы, по которым 
уходит излучение в процессе рассеяния, чаще всего не- 
доступны для приемника, поэтому содержащаяся в них 
информация обычно теряется. Однако существуют и дру- 
гие ситуации, поэтому сейчас уместно обсудить и вопрос 
об информационном аспекте разветвления сигнала на 
более конкретном В чем это делалось в первой 
главе. 

Итак, пусть сначала мы снова имеем два осциллято- 
ра одинаковой частоты, один из которых несет сигнал, 
а второй находится в вакуумном состоянии. Если сигна- 
лами опять служат когерентные пакеты первого осцил- 
лятора, составляющие квазиравновесный ансамбль, то 
после разделения луча каждая из ветвей (осциллято- 
ров) будет содержать количество информации (при 45, 


р-приеме или отсчетах через временные интервалы .Т= 
=л/В): 


вА (1-Ро<п>), 
[1 +\(1—0) <и>} (121) 


где аи (1—а) — соответственно части энергии входного 
излучения, попавшие в первый или второй выходные ка- 
налы. Отсюда при узкополосной передаче, суммируя по 
осцилляторам в полосе В, можно сразу записать 


В и А 
К = 1а (1 + | 21,9, 
РРР И арра поп 099) 


Теперь пусть состояние второго из исходных осцил- 
ляторов является не вакуумным, а равновесным — здесь 
мы заодно вычислим скорость передачи данных в коге- 
рентном канале с тепловым шумом. Если <> и 
<иИ>> — средние числа заполнения первого осциллятора 
в ансамбле и второго осциллятора — источника шумов, 
то, согласно результатам $ 2 этой главы, ансамбль сиг- 
налов породит на каждом из выходных осцилляторов 
тепловые состояния со средними числами запол- 
нения <> =а<и> + (1—0) <ә> и <> = 
= (1—9) <п.>-а<и2>, а когерентный сигнал с ампли- 
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тудой В на первом осцилляторе — состояния с матрица- 
мн плотности вида 


= в (1—2 1/2 
Ра, т |За | Е | 
1 1 —%2 2 ‚ә Е 
Хер | -5 ЕЕ (52; 29, а ре — в, |, 


пасы геи 
а, РЕ я. 


8, == 01 и = == ВУ? соз Ф, соз ф = а, 
(123) 


в ә Ее — ВИ 9 5іпф, зіп ф= 1 — а, 


в обоих случаях описывающими суперпозицию когерент- 
ной волны с тепловым шумом. 

Теперь, повторяя процедуру 4-, р-приема *) рассмо- 
тренную нами в $ 5 гл. 2, либо процедуру отсчетов из 
предыдущего параграфа, после стандартных вычисле- 
ний и перехода к передаче в полосе В найдем [18] 


9а ЖЕ; А \ 
ме геаон ана ое 


где Р; и №; — выходные мощности сигнала и шума 
в каждой из ветвей. Если же приемник способен прово- 
дить измерения лишь над переменными поля в одной из 
двух рассматриваемых ветвей, то формулы (124) опре- 
деляют скорость передачи данных для канала, в кото- 
ром когерентный сигнал ослабляется и дополняется 
шумом. В точности те же формулы получатся и для мно- 
гоканальной системы < произвольным числом ветвей — 
там лишь надо надлежащим образом вычислить соот-‹ 
ветствующие выходные мощности сигнала и шума, ко- 
торые снова определятся мощностью посылаемого сиг- 
нала, исходными собственными шумами каждой ветви и 
волноводными свойствами системы. 

Любопытной иллюстрацией к общим результатам из 
$ бгл. 1 служит случай, когда температура собственно- 
го шума в каждой из К ветвей совпадает с эффектив- 


*) Для этого, естественно, надо снова расщепить каждый из вы- 
‹одных пучков пополам, что требует наличия еще двух дополни- 
гельных степеней свободы (осцилляторов), свободных от шумов. 
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ной температурой квазиравновесного ансамбля сигналов 
в полосе В. При К=2 это соответствует 


(п) = ВВ == (и), (125) 


поэтому здесь 
В 2л Ра 
а ћоВ -- 25Р (1 — о) ), 


ж 25Р (1 — а“) 


Поскольку до разветвления исходный сигнал переносил 
данные со скоростью 


Е / 28Р 
= (1+ ев) 


путем несложного сравнения нетрудно заключить, что 
К.-|К›<Ю, как это и следовало из общих результатов 
задачи о разветвлении информации по сети, собственные 


шумы каждой из ветвей которой статистически подобны 
сигналу. | 


7. Квантовые шумы в усилителе когерентных сигналов 


Как мы уже неоднократно отмечали, когерентные 

сигналы обладают удивительной устойчивостью во все- 
возможных линейных процессах, а шумы в системе пе- 
_редачи данных, использую- — А 
щей такие сигналы, могут Ито ду 

появиться только извне. Это, 

ставшее уже очевидным и 

привычным, свойство коге- 

рентных состояний поля да- 

же породило ошибочную точ- 

ку зрения, согласно которой 

и при нелинейном преобра- 

зовании света когерентные 

сигналы сохраняют свою 
устойчивость, а решение лю- Вес 
бой задачи квантовой радио- Рис. 9 

физики, по крайней мере 

в квазиклассической области, сводится просто к отыска- 
нию более или менее сложных правил преобразования 
когерентных амплитуд. 
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Однако уже довольно простые соображения застав- 
ляют подозревать, что дело обстоит значительно слож- 
нее. Обсудим в этой связи весьма важный случаи нели- 
нейного преобразователя излучения — усилитель коге- 
рентных сигналов. Сначала пусть имеются два когерент- 
ных состояния осциллятора |0> и |&>, обладающие 
сравнительно . небольшими . значениями когерентных 
амплитуд, как это показано на рис. 9. Волновые функ- 
ции этих состояний неортогональны: _ 


<а|е2 =ехр 255 [0—0 |2) _ (127) 


и, следовательно, принципы квантовой теории не позво- 
ляют с помощью какого-либо измерения достоверно их 
различать. 

С другой стороны, если рассматривать эти состояния 
как сигналы, и если бы удалось линейно усилить эти 
сигналы в # раз по амплитуде без изменения вида вол- 
новой функции, получив тем самым состояния |ка2> и 
|Ра’> (рис. 9), то при увеличении № мы смогли бы с лю- 
бой степенью достоверности различить эти сигналы. 
При этом мы неизбежно пришли бы к выводу, что сколь 
угодно слабые когерентные сигналы способны перенести 
любое количество информации, если только на выходе 
канала стоит достаточно хороший малошумящий уси- 
литель. 

Если, однако, детально рассмотреть все существую- 
щие модели усиления, то окажется, что ни одна из них 
не позволяет полностью избавиться от шумов. Напри- 
мер, при усилении когерентного сигнала за счет инду- 
цированного излучения в оптически активной среде не- 
избежное присутствие спонтанного излучения дополняет 
сигнал шумом, энергия которого на каждой моде ока- 
зывается равной Й о/? *). Аналогичная картина имеет 
место при параметрическом усилении; на некоторых дру- 
гих моделях энергия шума составляет ћо/2/2 на моду, 
но никогда от шумов не удается избавиться совершенно. 

Едва ли это обстоятельство следует признать случай- 
ным либо отнести его на счет технического несовершен- 
ства существующих принципов усиления. Напротив, при- 
веденные несколько выше общие соображения наводят 
на мысль, что усилитель со сколь угодно низким уров- 


0) 21р — коэффициенту усиления по энергии. 
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нем. собственных шумов так же невозможен, как вечный 
двигатель. | 

Сейчас мы покажем, что введенное в гл. і понятие 
дефекта энтропии и некоторые общие неравенства позво- 
ляют придать изложенным предположениям доказатель- 
ную силу и получить нижние оценки интенсивности шу- 
мов линейного усилителя. При этом мы не будем опи- 
раться на какие-либо модельные представления о рабо- 
те ‘усилителя, а определим его чисто функционально — 
как устройство, призванное увеличить амплитуду коге- 
рентного сигнала в К раз. 

Для этого сначала рассмотрим ансамбль сигналов- 
состояний некоторой физической системы, характеризуе- 


мых операторами плотности р и посылаемых с веро- 
ятностями №. Как и в гл. 1, введем дефект энтропии 


5, = — 5рр. іар о, бро ар, (128) 


где р. = У, р“? — оператор плотности ансамбля. Теперь 
гл | 


составим сложную систему, включающую наряду с ма- 
териальным носителем сигналов еще некий иной объект, 
исходное состояние которого не зависит от сигнала И 


описывается оператором плотности 02. (В дальнейшем 
всюду величины, относящиеся к указанным подсисте- 
мам, снабдим индексами 1 и 2 соответственно, оставив 
без индекса переменные системы в целом.) 


Нетрудно видеть, что при этих предположениях опера- 
тор плотности системы при ‘посылке а-го сигнала 100°) = 
== ("ра и дефект энтропии всей системы =, из (128). 


Если подсистемы взаимодействуют, то о(*? изменяется 
со временем по закону 


9—0 5 0+ (0, (129) 


где О(/) — унитарный оператор эволюции. При этом со- 
стояние подсистемы / в момент ѓ можно найти, вычисляя 
шпур от (129) по переменным второй подсистемы: 


209 (0) = 9р. р (0). 
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Если теперь с помощью этих операторов снова вычис- 
лить дефект энтропии подсистемы /[ $, (2), то, согласно 
результатам первой главы, он не может превысить вели- 
чины % всей системы. Однако поскольку 9) не изменяется 
при унитарном преобразовании, то © (0) = © — 9, и мы 
приходим к неравенству 9, (0) < 4). 

Применим его к случаю, когда в роли подсистемы / 
выступает гармонический осциллятор частоты о, а вто- 
рая подсистема представляет собой линейный усилитель 
когерентных сигналов, внутреннее устройство и принцип 
работы которого для нас несущественны. Рассмотрим 
стационарный ансамбль когерентных состояний осцилля- 
тора с фиксированной амплитудой: У (о) = (2ла) 1 (а— 
— |0|). Поскольку когерентные состояния обладают ну- 
левой энтропией, то исходное значение 9), совпадает 
< энтропией ансамбля и равно 


$ (а) = а (1 210 +“ у шл (130) 


== () 


После усиления каждого из сигналов в А раз дефект 
энтропии ансамбля состояний первого осциллятора 
8, (1) =$1:(—$1(На) (5:(#) —энтропия ансамбля по- 
сле усиления, а 5(1|9) — средняя результирующая 
энтропия отдельного сигнала, которая нас и будет инте- 
ресовать). С одной стороны, ©, (+) не может превысить 
Ф, =5 (а) (130); но с другой, 51(Ё) не может оказаться 
меньше энтропии, которой обладал бы ансамбль сигна- 


лов после усиления, если бы оно не сопровождалось 
шумом, т. е. 


п! 


$1 (0) 25 (ёа) = еа? (1 — 2 шва) 4-ет®® у а) а т] (131) 


Следовательно, мы приходим к неравенству [50] . 


5: (#19) 25 (ва) — $ (а) = а? (е — 1) 2—0 ше |+ 
/ а У) 200 п! (п Баре 27 1), (132) 


п 
ограничивающему снизу энтропию отдельного сигнала 
после усиления. Поскольку сигналы в нашем рассмотре- 
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нии равноправны, їо можно считать, что все они обла- 
дают одинаковой результирующей энтропией $1(Ё 9) — 
для этого достаточно предположить, что характер усиле- 
ния не зависит от фазы входного когерентного сигнала. 

Представим результат (132) в более обозримом 
виде. В квазиклассическом случае, когда 251, 5 (а) 


=> (2леа?), откуда $, (4а) 211 Е. Учитывая, что 


$, (а) есть не что иное, как энтропия шума, дополняю- 
щего каждый из когерентных сигналов в процессе уси- 
ления, и что энтропия при заданной средней энергии Е 
имеет максимум, для квазиклассического осциллятора 
равный ш (еЕш/йо), можно оценить и энергию шума 
Е. >йЙоР/е. 

В предельно квантовом случае, когда не только 
а2— 1, но и (Ка)?<1, имеем $ (а) = а? п (е/а?) и вместо 
(132) получим 


ао дое [(#б-Пы А. (39) 


ћо Еш 


Наконец, если существенно квантовый сигнал а2< 1 
выводится усилением на классический уровень (ёа)? 1, 
вычисления приводят к оценке 


Е, = пөй Уя (а/е)? . (134) 


Разумеется, наш способ оценки не носит конструк- 
тивного характера и поэтому не дает ответа на вопрос 
о том, возможно ли реализовать усилитель со столь ниЗ- 
ким уровнем шумов. Можно лишь утверждать, что НИ- 
какие технические ухищрения никогда не позволят сС0з- 
дать усилитель с меньшими собственными шумами, чем 
определяемые формулой (132). 

Отметим следующее обстоятельство. Во всех извест- 
ных моделях реально существующих усилителей кванто- 
вые шумы пропорциональны коэффициенту усиления по 
энергии = 2, в то время как по нашей оценке даже 
в квазиклассике Еш ~ Ё. | 

Можно, однако, усилить оценку (132), если заметить, 
что все упомянутые в начале параграфа модели реаль- 
ных усилителей обладают общим свойством независимо- 
сти шумов от амплитуды входного сигнала. Для усили- 


телей этого класса $:(#, К|а) не зависит от а, поэтому 
энтропию шума усиления можно оценивать по любому 
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входному стационарному ансамблю *), записав 


5, (6, [> У р Ш ра — Ур, Шр» (135) 


где р» и Ри — соответственно распределение чисел фото- 
нов входного и выходного («бесшумового») ансамблей: 


ра (17 (2) (аја) (а |) ёо, 
ГА — 17 (а) ( |да) (ва | п) аза, 


а 1 (а) — весовая функция глауберовского представле- 
ния матрицы плотности входного ансамбля. Рассмотрим 
лишь случай 721. Тогда наиболее сильную оценку 
можно, получить, если выходной ансамбль обладает ста- 
тистическими свойствами равновесного и (135) прини- 
мает вид $1 (+, |а) >>. 

Для энергии шума это приводит к оценке 


Еа = (2) №. 030) 


Приведенные рассуждения наводят на мысль, что по- 
пытки преодоления предела (136) при создании мало- 
шумящих усилителей могут быть предприняты на пути 
построения адаптивных устройств, в которых уровень 
шума зависит от амплитуды входного сигнала. 


Глава 4 


ПЕРЕДАЧА ИНФОРМАЦИИ 
В ПРОСТРАНСТВЕ 


До сих пор мы рассматривали каналы, в которых пе- 
ренос информации связывается только с частотно-вре- 
менными характеристиками сигнала. В гл. 2 мы уже 
довольно подробно обсудили, в каких именно случаях 
представление об одномерном электромагнитном канале 
отвечает реальности — это либо волновод, где в рассма- 
триваемом диапазоне существует лишь один тип коле- 
баний с дискретным набором частот, либо обычная 


* Идея подобной оценки принадлежит В. П. Морозову. 
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приемопередающая система, размеры антенн в которой 
и апертурные углы таковы, что приходящий сигнал мо- 
жет рассматриваться как плоская волна. Другими сло- 
вами, для понятия одномерности канала существенно, 
чтобы фотоны в канале не были вырождены по направ- 
лениям волновых векторов (импульсов). 

Если же, напротив, в канале существуют хотя бы две 
моды с одинаковыми частотами, но различным прост- 
ранственным распределением поля, то появляется воз- 
можность связывать сообщение уже не только с частот- 
но-временными характеристиками сигналов, но и с раз- 
нообразием в направлениях распространения. Так, на- 
пример, происходит, если мы, вращая телевизионную 
антенну, добиваемся наилучшего приема сигналов одной 
из двух передающих УКВ-станций — здесь попутно уда- 
ется получить сведения о направлении на каждую из 
них, хотя при модуляции сигналов никто вовсе и не 
стремился включить в них эти сведения. Аналогичная 
ситуация происходит и при рассмотрении неподвижного 
изображения, когда источником сообщения оказывается 
исключительно разнообразие направлений волновых 
векторов попадающих в глаз фотонов. Дело обстоит 
несколько сложнее в случае подвижных изображений — 
тогда в передаче данных участвуют все характеристики 
поля, как частотно-временные, так и пространственные. 

Скажем несколько слов и об источниках сигнала 
в трехмерных каналах с тем, чтобы в дальнейшем уже 
не возвращаться к этому вопросу. Дело в том, ‘что изо- 
бражение, например, может быть образовано как набо- 
ром самосветящихся точек-излучателей, так и поверхно- 
стью, на разных участках по-разному отражающей свет 
внешнего источника, — для нас различия такого рода 
не будут иметь существенного значения. Поэтому для 
определенности и удобства будем считать, что источник 
сообщения, будь то изображение или иной передатчик 
пространственного канала, способен сам полностью фор- 
мировать сигнал, произвольным образом задавая как 
его частотно-временные, так и пространственные харак- 
теристики. 

С этой точки зрения, в частности, нет надобности 
в раздельном рассмотрении задач квантовой оптики и 
световой локации, поскольку все различия здесь сведут- 
ся лишь к вопросу об искусственности или естественно- 
сти источника освещения. Разумеется, статистические 
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свойства ансамбля сигналов, собственные шумы пере- 
датчика и т. д. в этих и многих других случаях могут 
оказаться совершенно различными, однако именно в этом 
вопросе мы не будем себя заранее связывать никакими 
ограничениями, предполагая в дальнейшем рассмотреть 
и лазерное излучение, и свет теплового происхождения. 


1. Пространственные каналы 


Прежде чем перейти к обсуждению особенностей пе- 
реноса информации в трехмерном пространстве, напом- 
ним еще раз основные правила квантования и статисти- 
ческого описания свободного электромагнитного поля. 


Вектор-потенциал поля .4 (ғ, #) при кулоковской ка- 
либровке Піу 4 = 0 удовлетворяет волновому уравнению 
аы 0? 8 


поэтому излучение, заключенное в некотором объеме И, 
удобно представить разложением 


А (т, )=У! (227) 0 0, а. 0* (9), 0) 


> > | 
где функции Ц. (г) следует выбгать таким образом, чтобы 
они удовлетворяли уравнению 


А0, (+220, ()=0 (3) 


при выполнении надлежащих условий на границе объема 
У (периодических, или каких-либо других) и, как след- 
ствие, образующих полную ортонормированную систему 


| 0), О, (0) 47 =&,,. _ (4) 


Адекватное квантовой природе излучения описание 
достигается, как и прежде, наложением коммутацион- 
ных соотношений 


[а,, И ан а5]= 0; [а,, а; — 6}, (5) 


позволяющих интерпретировать а, как операторы 
уничтожения фотонов в методе вторичного квантования. 
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Поведение этих операторов, а вместе с ними и всего 
квантового поля, во времени описывается уравнением 


1, (да[ д) = (а, Е], (6) 
где 
Е = = У По, (ата. - а. ау) (7) 
Х 


представляет собой оператор полной энергии поля и, . 
конечно же, опять сводится к гамильтониану системы 
линейных невзаимодействующих осцилляторов. 


> -> 
Явный вид пространственных функций С, (и), удовлет- 


воряющих перечисленным выше требованиям, определя- 

ется формой поверхности, ограничивающей объем У, и 

выбором краевых условий. В частности, если излучение 

заключено в кубическом объеме И=[3, а на вектор-по- 
= 


тенциал ‹<4 наложено требование, чтобы в диаметрально 
противоположных точках поверхности куба он принимал 


равные по величине значения (периодические краевые | 


условия), то следует выбрать 
> -> 
И) ере е (8) 


где е, — единичный вектор полязизации, а компоненты 


> 

волнового вектора А принимают значения (21/1) Ах, и, г. 
Поскольку частота осциллятора ® связана лишь с моду- 
лем волнового вектора | 


о == С |А, | —(2кс| 1) уа» ааа, (9) 


то каждой из частот соответствует уже несколько осцил- 
ляторов с различными наборами чисел Ах, Ау, Аг, НО ОДИ- 
наковым |№, |. 


Так, наинизшей из ненулевых частот в. =2лс/Ё обла- 
дают три осциллятора с наборами компонент волнового 
вектора (27/1; 0; 0), (0; 27/1; 0) и (0; 0; 27/1); следую- 
щая частота 0о==4лс/ отвечает уже шести степеням 
свободы поля и т. д. Именно это обстоятельство (отнюдь 
не случайное, конечно) и обеспечивает то самое выро- · 
ждение фотонов по частоте, которое делает возможной 
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передачу сведений посредством изображений, а вместе 
с ней —и существование всего видимого мира. 


Сделаем еще одно важное замечание. Для того чтобы 
разложение (1) было допустимо, вообще говоря, не необ- 


ходимо, чтобы функции 0] (0) Удо ЗЫ тем же гра- 


ничным условиям, что и вектор-потенциал Я (7, 1). Для 


существования такого разложения вполне достаточно, 
чтобы эти функции были ортонормированы (4) и со- 
ставляли полный набор. Так, по плоским волнам (8) 
можно разложить поле в любом объеме, вложенном 
в У, и удовлетворить любым разумным краевым усло- 
виям на границах этого малого объема. 

Однако для этого нам придется отказаться от запи- 
си гамильтониана поля в форме (7), поскольку необхо- 
димость удовлетворить «неестественным» для набора 
функций (8) граничным условиям приведет к появлению 


в разложении гамильтониана членов типаа"а, ,, а,аў; ; 


т. е. к описанию поля набором уже взаимодействующих 
осцилляторов. Именно по этой причине поле в кубиче- 
ском резонаторе обычно все же разлагают именно по 
плоским волнам, в цилиндрическом — по функциям Бес- 
селя и т. д. я 

С другой стороны, при переходе ко все более высоким 
частотам, когда длины волн 22/|/№,| становятся малы в 


6 3 
сравнении с линейными размерами объема квантования У! , 


перекрестные члены в гамильтониане начинают играть 
все меньшую роль. Это обстоятельство тесно связано. 
с известной теоремой о независимости физических 
свойств поля от условий на удаленных границах и как 
раз оно делает возможным приближение геометриче- 
ской оптики, позволяющее описывать достаточно корот- 
коволновое излучение любой конфигурации при помощи 
плоских или почти плоских волн. | 
Поскольку при рассмотрении антенн различной фор- 
мы нам часто придется поступать подобным образом, 
проиллюстрируем сказанное · небольшим мысленным 
экспериментом. Для этого снова рассмотрим излучение 
в кубическом объеме /3, но для удобства рассуждений 
вместо периодических наложим краевые условия, отве- 
чающие представлению о проводящих границах куба 
(обращение в нуль тангенциальной составляющей элек- 
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трического поля | 
_в=—-- (4/04). 


° Такая замена граничных условий связывает компо- 
ненты (8) с различными направлениями распростране- 
Е > 


ния и соответствует выбору в качестве С, (7) линейных 
комбинаций | 


> > > 


Е | 
1 изо. кг — г злот? зь 
5 № Ре, (е ее | ) = 17е, соѕ (№. 7), 


но не это нас будет в первую очередь интересовать. 
Зададимся целью выделить из всего излучения ЛИШЬ 
то, которое проходит через некоторую площадку о, на- 
пример, такую, как показа- | | 
но на рис. 1. Именно такой б 
проблемой в дальнейшем нам / \ 
придется заниматься чаще | 
всего, когда мы будем рас- | | 
сматривать излучение, пере- | 
секающее плоскость антенны 
приемника или передатчика. . 
В нашем простом примере Рис. 1. 
адекватного описания тако- 
го излучения можно достичь, если поместить в кубиче- 
ском объемё тонкую металлическую перегородку с квад- 
ратным отверстием по форме площадки о, как это пока» 
зано на рисунке. ) 
Появление этой Дополнительной границы приведет к 
> => 


изменению собственных функций 0С, (7) соответствующей 
коаевой задачи, однако эти функции, конечно, снова 


образуют полный ортогональный набор в объеме У (за 
исключением узкой области в непосредственной близо- 
сти перегородки). Поэтому можно снова представить по- 
ле в виде набора осцилляторов, но уже путем разложе- 
ния по этим новым функциям — собственным функциям 


антенны — или разложить каждую из этих функций по 
> р тъз > 
плоским волнам ©, [7 ^” ехр (і#, г), полностью описав вол- 


новодные свойства пространственного канала коэффи- 
циентами такого разложения. Разумеется, при таком пет 
реходе в гамильтониане (7) снова появятся перекрестные 

177 


члены, играющие, однако, не слишком существенную: 
роль для достаточно коротких волн, которыми мы в ос- 
новном и будем интересоваться. 

При необходимости такой расчет нетрудно проделать, 
поскольку нужные для этого функции хорошо изучены 
в связи с задачей дифракции волн на прямоугольном 
экране. С другой стороны, подобное рассмотрение можно: 
провести иным, эквивалентным по существу, менее стро- 
гим, но зато более простым и наглядным оценочным 
способом. Подобно тому, как это делалось при разложе- 
нии одномерного канала на частотно-временные ячейки, 
воспользуемся соотношениями неопределенности между 
спектральными и пространственными характеристиками 


излучения. Так, квадратная антенна со стороной /= Ус 
способна различить фотоны, компоненты А. и еу которых 
(оси х, у выбраны в плоскости антенны) отличаются 
на 27л// т. е. 


у (10) 


Поэтому в телесном угле © в направлении, состав- 
ляющем угол ү к ее плоскости, антенна способна разли- 
чить на частоте ® примерно 900 соѕ ү/(2лс)2 фото- 
нов отличающихся направлением волновых векторов. 
(рис. 2). Следовательно, если сигнал поступает из телес- 
ного угла © на приемную антенну с площадью о, то для 
полного описания пространственного монохроматическо- 
_ Го канала достаточно знать состояния, порождаемые сиг- 
налами на Осо? соѕ ү/(2лс)? 
«осцилляторах приемника», 
и вероятности посылки каж- 
дого из этих сигналов. 

Разумеется, отыскание 
этих состояний по заданным 
состояниям «осцилляторов 
передатчика» часто оказыва- 

Рис. 2 ется достаточно нетривиаль- 

ной задачей, которую мы бу- 

дем рассматривать каждый раз уже на конкретных мо- 

делях. Укажем лишь, что такое рассмотрение снова 

может быть проведено в формализме линейных преобра- 

зований канонических переменных поля, как это сделано: 
при описании реальных одномерных каналов. 

В остальном статистическое описание квантового: 
электромагнитного поля в пространстве строится в ос-. 
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новном так же, как и в одномерном случае, поскольку 
и тут и там определяющим моментом рассмотрения 
является представление излучения набором линейных 
невзаимодействующих осцилляторов. Единственное не- 
большое уточнение, которое здесь необходимо сделать, 
касается определения стационарности случайного потока 
излучения. 

Дело в том, что в спектре одномерного волнового 
процесса нет совпадающих частот, поэтому коммутатив- 
ность матрицы плотности с гамильтонианом почти всег- 
да обеспечивает ее диагональность в энергетическом 
представлении (если отвлечься от весьма специфических 
преобразований, связывающих переменные осцилляторов 
с кратными или соизмеримыми частотами 191)“ 

_ Если же спектр частот вырожден, как это имеет ме- 
сто при рассмотрении излучения в пространстве, то, как 
следствие, сильно вырождены и собственные значения 
оператора энергии системы осцилляторов с одинаковы- 
ми частотами. В этом случае можно лишь утверждать, 
что матрица плотности стационарного ансамбля может 
быть приведена к диагональному виду одновременно 
с гамильтонианом подходящим преобразованием канони- 
ческих переменных. Во многих практически интересных 
случаях это достигается таким выбором переменных, при 
котором осцилляторы поля статистически независимы. 

Как и в одномерном случае, важной характеристикой 
стационарного излучения в пространстве является спек- 
тральная плотность потока излучения Е(о, ©), которая 
теперь уже зависит, естественно, не только от частоты, 
но и от направления распространения. Величина Е(о, ©) 
вводится в пространстве через разложение по плоским 
волнам (8) при переходе от суммирования по осцилля- 
торам к интегрированию в формуле для мощности излу- 
чения, пронизывающего некоторую площадку с в одном 
направлении [36], . 


Ос у. И ол А \2 
р уп (2) 60 (==) = 


Х=0 
Ос и. А 
е (Р (©, ©) йо, (и) 


Для справедливости этой формулы необходимо, чтобы 
выполнялось условие применимости приближения гео- 
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метрической оптики, т. е. чтобы линейные размеры пло- 
щадки И с значительно превышали длины всех волн, 
присутствие которых. существенно. 

При тех же допущениях поток энтропии через пло- 
щадку | 


со 


ей Әс . 2 Е (о, о) по 4 
лат те 
0 


4-18 Аш) мо. (19) 
В частности, если излучение равновесно 


Е (о) = По /(е^"° — 1) 
то формула (12) приобретает вид 
| $ = (Оол/90%2с2) ӨЗ. Т) 


Часто приходится иметь дело с излучением раслре- 
деленных в пространстве тепловых источников различной 
температуры. Для подобных случаев удобно обычным 
образом ввести температуру излучения Ө (49), завися- 
щую от направления. Если же излучение неравновесно 
еще и по спектральному составу (но имеет все же тепло- 
вое происхождение — матрицы плотности осцилляторов 
гиббсовы), то вводят спектральную температуру 


Ө (о, 9) — по (1-5 - (15) 


(13) 


э 


2. Пропускная способность пространственного канала 
с шумом *) 


Рассмотрим систему связи, в которой источник сигна- 
ла виден с места приема под телесным углом 9, как по- 
казано на рис. 3. Будем предполагать, что приемная 
антенна сориентирована в направлении. передатчика и 
что 6 < 4л, поэтому падение сигнала на антенну прием- 
ника можно считать почти нормальным. Кроме того, 
предположим, что для всех интересующих нас длин волн 
выполняется условие справедливости приближения гео- 
метрической оптики. 


*) Здесь мы в значительной степени будем следовать статье 
Л. Б. Левитина [53]. Е 
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В зависимости от размеров приемной антенны / и ее 
апертурного угла ф==2лс/[ могут возникнуть различные 
ситуации, в которых внешние шумы разными способами 
попадают в канал. Во-первых, если лф?>> ©, то приемник 
не в состоянии разрешить направления на различные 
точки поверхности источника сигнала и поэтому воспри- 
нимает этот источник как точечный. Кроме того, вэтом 
случае приемник неизбежно захватывает излучение из 
телесного угла лф?—@ за‘пределами плоскости источни- 
ка, и если в этом телесном угле присутствуют какие-ли- 
бо светящиеся объекты, то 
их излучение играет роль 
шума. С другой стороны, 
этот случай нами по сущест- 
ву уже рассмотрен, посколь- 
ку разнообразие в направле- 
ниях волновых векторов Рис. 3 
здесь никак ‘не может быть 
использовано для передачи данных и канал фактически. 
оказывается одномерным. 

По этой причине нас прежде всего будет интересо- 
вать случай л?<©. Нетрудно видеть, что теперь уже 
нет необходимости учитывать излучение каких-либо по- 
сторонних источников за пределами контура передающей 
антенны, так как приемник в состоянии избежать реги- 
страции этого излучения. Поэтому шумы могут возник- 
нуть только за счет присутствия рассеивающих свет ча- 
стиц в пределах телесного угла © между приемной и 
передающей антеннами. При этом, так же, как и в одно- 
мерном канале, сигнал не только дополняется шумом, 
но и ослабляется. 

Рассмотрим более подробно случай, когда лишь ма- 
лая часть энергии посланного сигнала достигает прием- 
ника, остальная же либо поглощается, либо рассеива- 
ется. Наглядно соответствующую ситуацию можно себе 
представить как попытку рассмотреть изображение, про- 
свечивающее сквозь пелену тумана, обладающего соб- 
ственным свечением или рассеивающего свет посторон- 
него источника. 

Если шум является равновесным излучением темпе- 
ратуры ©, то его мощность, попадающая на площадку 
с= в малом телесном угле ©, определяется выраже- 
нием 


Р= (9ол/120{ 36?) Ө“. (16) 
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Как следует из структуры формулы (56) гл. 3, опреде- 
ляющей пропускную способность С фотонного канала 
с шумом *), максимум С достигается в том случае, если 
суперпозиция сигнала и шума на входе приемника обла- 
дает статистическими свойствами равновесного излуче- 
ния. Если Р — принимаемая мощность сигнала, то эф- 
фективная температура Өъфр этого суммарного излуче- 
ния определится из баланса энергий 


лс 
—обрзс- (Өф — 9*) = Р, (17) 
а пропускная способность С выразится формулой 
| ко 
С = быт (Өр — Өз) (18) 


ИЛИ 
с)” 


где №М=/М№ (09) — мощность шума (16). 

Если Р/М< 1, пропускная способность ограничивается 
лишь тепловым шумом и достигается классический пре- 
дел 


Сл =Р/Ө, (19) 


что соответствует формуле Шеннона [1] для широкопо- 
лосного канала и принципиальному пределу, указанному 
Бриллюэном [21]. Қвантовый предел достигается при 
Р/ІМ%1 и равен 


4 пс Р \3/4 
Съ (тағ) (=>) . (20) 


Величина С/5, где $= (4№/30) — поток энтропии теп- 
лового шума на входе приемника, зависит лишь от от- 
ношения мощности сигнала к мощности шума Р/М№. Эта 
величина показывает, сколько натуральных единиц 
информации передается на 1 нит энтропии шума, и тем 
самым может служить некоей характеристикой эффек- 
тивности канала. Точка пересечения классической (19) 


и квантовой (20) асимптот соответствует значению 
РІМ =з. 


*% Нетрудно убедиться, что на справедливость этой формулы 
не влияет наличие или отсутствие вырождения по направлениям 
волновых векторов, поэтому она применима и к пространственным 
каналам. 
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Рассмотрим зависимость пропускной способности бї 
параметра бо. Если при малых Фо (но достаточно боль- 
ших, чтобы было справедливым приближение геометри- 
ческой оптики) Р/№М»1, то пропускная способность 
растет сначала пропорционально (о). Однако с уве- 
личением © растет величина теплового шума М, и при 
больших ©с, когда Р/№<1, пропускная способность 
определяется формулой (19), т. е. не зависит от ©с. При 
уменьшении мощности сигнала Р участок возрастания С 
сокращается, и при достаточно слабых сигналах, когда 
РІ№<1, для всех допустимых @о пропускная способ- 
ность всюду определяется формулой (19), т. е. трехмер- 
ный канал при слабых сигналах имеет ту же пропуск- 
ную способность, что и одномерный. 

Интересно вычислить количество информации, пере- 
носимое одним фотоном. Используя выражение для про- 
пускной способности (12), получим любопытный резуль- 
тат: количество информации на один фотон не зависит 
от параметров канала (5, о, Ө, Р) и оказывается уни- 
версальной численной константой 


Е ЕЎ С/ћәР еў 24 | А6 (3) — 3,099, (21) 


где 6(х) — дзета-функция Римана. Напомним, что речь 
идет о количестве информации на один фотон при мак- 
симальной (для заданной мощности) скорости передачи 
информации. Количество информации на один фотон 
может быть сделано (при отсутствии аддитивного шума) 
в принципе сколь угодно большим, но при этом пропуск- 
ная способность стремится к нулю. 

Перейдем к рассмотрению узкополосного канала. Как 
показано выше, абсолютный максимум скорости переда- 
чи информации достигается при частотном распределении 
энергии сигнала, имеющем вид разности двух распреде- 
лений Планка (для температур Өф и Ө). Однако со- 
временные системы связи, как правило, не работают 
в столь широком диапазоне частот. Поэтому интересно 
рассмотреть случай, когда на сигнал наложено допол- 
нительное ограничение: его энергия «сосредоточена 
в ограниченной полосе частот В, узкой по сравнению 
с центральной частотой ® (В/о<« 1). Тогда мощность 
сигнала можно считать равномерно распределенной 
в полосе В со спектральной интенсивностью Р=Р/В. 
Используя формулу (18), найдем пропускную способ- 
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НОСТЬ узкополосного канала: 
Воз9 (2л) с2Р Е 
__ Во? в з с2Е е] 
та ИР е еН 
| (Әп)? с2Е 
"| По Е ПЗ с 


я 
а я 
(27)? с2Р М. абзе ) е9  ћо?@с 
р ачен 
(2)? с2Е \е = ) -- ћоз©с 
тиа, 02 


Классический предельный случай (ў —/0<1) снова 
дает аналог формулы Шеннона: 
Ве? с 


где спектральная интенсивность шума дается формулой 
Релея — Джинса 


Еш = (70° |2?) Ө. _ (24) 
Квантовый предел достигается при условиях 
Йо 
пе о па (е8 т)" 
(Второе условие означает, что средние числа заполнения 


сигнала много больше средних чисел заполнения шума.) 
Тогда влиянием аддитивного шума можно пренебречь: 


__ Во?@с (27) сЕ 
Скв == (27) с2 (а (1 тр ћозОс Эван: + 
(2) с2Е | _(2п)з с2Е. 
7 АозОд и (1 зг ћозОс ыы (25) 
Из выражения (25) следует, что при фиксированных 


В и Е пропускная способность максимальна при опреде- 
ленном значении средних чисел заполнения сигнала (т. е. 
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среднего числа квантов на каждом из осцилляторов по- 
ля), а именно при 


АГ (21): 028 б. 
(0) мак Кре =: 0,191. (26) 


Таким образом, при больших интенсивностях макси- 
мум достигается на весьма высоких частотах, поскольку 
<«п>иах<!. Наличие теплового шума сдвигает макси- 
мум в сторону еще более высоких частот. Существова- 
ние максимума (в отличие от одномерного случая) свя- 
зано с наличием двух процессов, изменяющих пропуск- 


Ро 
068 


<П> 


Рис. 4 Рис. 5 


ную способность в протизоположных направлениях: воз- 
растанием с частотой энергии кванта Ё о («квантовый 
шум») и возрастанием (пропорционально 0) числа 
осцилляторов поля (степеней свободы сигнала). При 
фиксированном <пи>њах пропускная способность растет 
пропорционально 223. Если фиксирована центральная ча- 
стота о, то пропускная способность при <и> «1 про- 
порциональна < 02>(1—1п< п>»), а при <п> 21 про- 
порциональна Іпе(1 + <и>>) (рис. 4). 

Чтобы оценить порядок величин, входящих в форму- 
лу (25), рассмотрим численный пример. Пусть передат- 
чик и приемник удалены один от другого на 103 км, 
площадь излучателя передатчика и «антенны» приемни- 
ка 10 м?. Спектральную интенсивность сигнала примем 
равной 3:10-“ эрг (что примерно на порядок превышает 
максимальную спектральную интенсивность Солнца в том 
же телесном угле). Тогда максимум пропускной способ- 
ности достигается на частоте «=3. 10° Гц, что соответ- 


о 
ствует видимому свету с длиной волны 6000 А. При этом 
пропускная способность равна приблизительно 2лВ нит/с. 
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График пропускной способности С(®) как функции ча- 
стоты приведен на рис. 5. е 

В каких случаях фотонный канал можно считать 
трехмерным? Это допущение соответствует приближе- 
нию геометрической оптики, когда распределение мощно- 
сти излучения по частоте описывается формулой План- 
ка. Последнее справедливо при условии, что объем фазо- 
вого пространства, занятый излучением, много больше 
объема фазовой ячейки, занимаемой осциллятором поля, 
т. е. число осцилляторов с частотой о велико: 


о290/(2л)2с25>1. (27) 


Это и есть критерий применимости формулы (22). 
Его можно выразить и в другой форме, введя площадь 
излучателя передатчика о; и телесный угол 9;, под кото- 
рым виден приемник (площадью с) из места передачи. 
Тогда должно соблюдаться условие 


020,0:/ (2л) 26233 1, (28) 


т, е. угол фь под которым виден приемник, должен быть 
велик по сравнению с предельным углом дифракционного 
расхождения излучения передатчика. 

Чтобы получить аналогичный критерий для широко- 
полосного канала, заметим, что основной вклад в энер- 
гию сигнала и пропускную способность вносят фотоны, 
для которых й ®>@9.уу, где Өзфр — эффективная темпе- 
ратура суммарного излучения, определяемая соотноше- 
нием (27). Используя (17) и (27) и огрубляя коэффи- 
циенты, получаем критерий 


Оо (Р-+М) [408 с? 1. (29) 


3. Когерентные сигналы и голография 


Оценим скорость передачи информации в простран- 
ственном канале, использующем когерентные сигналы. 
Тепловых шумов мы здесь учитывать не будем, ограни- 
чимся рассмотрением лишь узкополосного канала, 
а в остальном сохраним все предположения предыдуще- 
го параграфа. 

Как и прежде, при этих предположениях приемник 
способен различить в телесном угле О примерно 
200?/ (2лс)2 осцилляторов. Кроме того, мы должны 
учесть частотно-времеңнные свойства сигнала; как и 
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прежде, в полосе В возбуждено лишь по одному осцил- 
лятору на каждом из разрешимых приемником направ- 
лений волнового вектора, если время приема Т выбрано 
равным 2л/В. Следовательно, средние числа заполнения 
(мы принимаем все их равными между собой) рассма- 
триваемых осцилляторов связаны с мощностью сигнала 
на входе приемника простым соотношением 


этр | Осйоз 


ИЛИ 
<п> = Р22ВОс фо, (31) 


где введено обозначение 22= (2л) %с2/о?. 

Если ансамбль когерентных сигналов обладает ста- 
тистическими свойствами равновесного излучения, то, с0- 
гласно результатам предыдущих глав, надлежащим из- 
мерением из состояний каждого осциллятора может быть 
извлечена информация 


[=10(1+ <п>), (39) 


что после использования (31) и суммирования по всем 
осцилляторам приводит к следующему выражению для 
скорости передачи данных: 


Вос Ри? | | 
К= 7 (1+ воно). (33) 


Сравнивая (33) с (18) при Ө =0, видим, что в классичес- 
ском пределе (<и> %1) скорость передачи данных 
в когерентном канале асимптотически достигает пропу- 
скной способности. 

Воспользуемся формулой (33) для выяснения пре- 
дельных возможностей голографии в отношении времен- 
ного разрешения дискретно меняющихся картинок (на- 
пример, голографическое кино). Другими <ловами, мы 
должны оценить мощность Р, необходимую для перено- 
са информации о всех принципиально различимых дета- 
лях картинки за время /. | 

Естественно, прежде всего мы должны сделать опре- 
деленные предположения о статистических свойствах 
изображения. Заметим, что независимо от способа реги- 
страции (фотография, голография и т. д.) приемник 
с площадью апертуры о способен различить в телесном 
угле © при освещении объекта монохроматическим све- 
том частоты о примерно 2790/27? точек — как раз столь- 
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ко, сколько осцилляторов поля нам пришлось ввести для 
описания приема сигналов. Предполагая получить лишь 
грубые оценки, ограничимся рассмотрением растрового 
изображения с двумя уровнями яркости *). Из простой 
комбинаторики легко найти, что при наличии К точек 
растра возможно всего 


: К 
ок 
| у, ті (К —т)! = 2 


==) 
различных изображений, поэтому для однозначного опо- 
знания картинки необходима информация 


[=КШш2. (34) 


Используя (33), нетрудно найти, что сигнал способен 
перенести эту информацию за время Т при мощности 


Р = Оойьз /Т (тс), (35) 


т. е. при такой, когда на каждом из осцилляторов в сред- 
нем находится один фотон. К примеру, если о=| см?, 
9 22 1 стерад и ©/2л==0,6. 1015 Гц (соответствует зеленому 
участку спектра) для обеспечения интервала времени 
чередования картинок Т=10-! с необходимо регистри- 
ровать мощность Р=106 эрг/с==10-— Вт. 

Если же время наблюдения или мощность на входе 
приемника меньше, нежели определяемые формулой 
(35), то достоверность идентификации картинки будет 
снижаться. Для того чтобы оценить эту достоверность, 
рассмотрим следующий простейший пример. 

Пусть передатчик содержит всего два источника-ячей- 
ки, каждый площадью $, расположенных рядом друг 
с другом и способных посылать когерентные сигналы 
в направлении приемника (рис. 6). Рассмотрим ‚случай, 
когда посылается всего одно из двух возможных изобра- 
жений-сигналов, показанных на рис. 10, где заштрихо- 
ванная клетка означает, что соответствующая ячейка 
передатчика излучает монохроматическую когерентную 
волну с амплитудой а, а незаштрихованная — что излу- 
чение отсутствует. 

Как и прежде, каждой из ячеек передатчика сопо- 
ставим осциллятор поля, излучаемого в направлении 


*) Строго говоря, этот случай не вполне отвечает предположе- 
нию о квазиравновесности ансамбля сигналов, однако на порядках 
оцениваемых величин это не скажется. 
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приемника в узком телесном угле` (2лс) 2/25. Размеры 
и форму приемной антенны выберем такими, чтобы она 
полностью поглощала излучение от передатчика, как по- 
казано на рис. 6. Этому предположению соответствует 
‘антенна площадью о, примерно равной | 


0225 + (2лсг)2/67$, (36) 
где г — расстояние между передатчиком и приемником. 


Если приемную площадку тоже разбить на две рав- 
ные ячейки, то каждой из них можно снова сопоставить 


Рис. 6 


по одному осциллятору, захватывающему излучение из 
телесного угла 25/72, под которым виден передатчик из 
точки приема. Поскольку мы здесь имеем дело с кана- 
лом без. потерь, то следует ожидать, что переменные 
осцилляторов окажутся связаны линейным преобразова- 
нием 


а= У.А, (37) 
АЈ 


где греческими и латинскими индексами нумеруются со- 
ответственно осцилляторы приемника’ и передатчика, 
а ‘каждый из этих индексов принимает значения 1, 2. 


Элементы матрицы Д; по существу представляют со- 
бой коэффициенты разложения пространственных функций 
Е — 


приемника С (г) по аналогичным функциям передатчика 


> -> 
О; (г), упоминавшимся, нами в, первом параграфе этой 
главы и хорошо известными в теории диффракции. 

_ Однако если 5<!? (а именно этот случай нас и будет 
интересовать) и выполнены условия справедливости при- 
ближения геометрической оптики, можно поступить про- 
ще. Прежде всего заметим, что квадраты модулей коэф- 
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фициентов преобразования А, показывают, какая часть 


энергии из ]-го осциллятора передатчика попадает в И-й 
приемный осциллятор. Поэтому из простых геометриче- 
ских соображений ясно, что все четыре значения А, 1 
равны между собой, а требование унимодулярности ма- 
трицы Л заставляет выбрать 


|Д, == гг. 
(Следовательно, можно записать 
И е Фи е‘ Фа ` 
И 2 ее еә / — ( ) 
с дополнительным условием 


ие вы) с! (авы) р (39) 


и дело сведется к отысканию соответствующих фазовых 
множителей. Для этого вспомним, что когерентные ам- 
плитуды преобразуются по тому же закону, что и опера- 
торы а, т. е. 


— У Лёд 

Ет Ху Дёау. (40) 
1% 

б другой стороны, когерентные амплитуды при распро- 

странении света эволюционируют по тому же закону, ЧТО 


и комплексные амплитуды соответствующих классиче- 
ских волн. Учитывая сказанное, можно записать 


] | . © 
О. ехр (4 т): (41) 
где Г, — расстояние от центра ј-й ячейки передат- 


чика до џр-й — приемника. Отыскивая г; ИЗ геометриче- 


ских соображений и отбрасывая общий для всех элемен- 
тов Д, несущественный фазовый множитель, запишем 


окончательно 


И 


Воспользуемся этой матрицей для оценки достовер- 
ности восстановления изображения по голограмме при 
малых интенсивностях источника. Как мы уже услови- 
лись, среди возможных сигналов-изображений |ои, а>> 
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А=т= (; ‚)- _ (42) 


рассмотрим два, показанные на рис. 10 и изображаемые 
векторами |а, 0>, |0, о> (не нарушая общности, вы- 
берем а чисто действительной). Используя (42), нетруд- 
но найти, что на выходной паре осцилляторов эти сиг" 
налы соответственно порождают состояния 


УЗ; іа) и |ә/у2; «1% 9). 
Согласно результатам $ 5 гл. 2 вероятность обнару- 


жить 4-, р-измерением когерентную амплитуду а при 
условии, что аргіогі осциллятор находился в состоянии 
|а, есть 


о (а |а) = на ехр (— !& — в"). (43) 


Поэтому вероятность найти состояние |0, @2> на при- 
емной паре осцилляторов при условии, что был послан 
первый сигнал, равна 


9 


а 


Фя 


1 77 > Р 
— ехр б 7 | а 528) Е) (44) 


За достоверность @ опознания изображения разумно при- 


нять интегральную вероятность того, что точка (ал, о) В 
четырехмерном пространстве ("е а, па., Вед», п а) 
окажется ближе к (0/79, г«/ И 2), нежели к (@/У 2, «У 2) 
и, следовательно, после измерения будет принято пра- 


вильное решение о том, какое из двух равновероятных 
изображений было послано. Математически | 


0= | нага! | ЕУ У) Нах, (45 
ри 


что после необходимых вычислений дает 


0—=0,5 1-Е Ф(а/И?2)], (46) 


где Ф(х) — интеграл вероят- 
ности. В квазиклассике, ког- 
да @9?3»1, можно восполь- 
зоваться асимптотическим 
представлением функции [53] 


ф(х) ех, (47) — рис. 7 
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что даст 


9=1-е " а ра, (48) | 
Напротив, в квантовой области а? < 1 следует выбрать 
Ф (х) = (2/Ит) х, (29) 
откуда | | | 
0 = 0,5 4- а/ Иж. (50) 


Графически поведение достоверности восстановления 
изображения по голограмме как функции исходной ам- 


плитуды излучаемой волны |[о| качественно изображено 
на рис. 7. 


4. Корреляционные методы определения 
пространственного расположения источников 


В сравнительно недавние годы выяснилось, что ин- 
формацию о распределении источников света в про- 
странстве можно получить не только с помощью фокуси- 
ровки изображения (фотография), сканирования (как 
в радиоастрономии), регистрации интерференционной 
картины (голография), но и регистрацией корреляций 
фотоотсчетов или интенсивности света в пространственно 
разнесенных точках. Этот метод получил название 
интерферометрии интенсивностей и для оптического диа- 
пазона наиболее подробно разработан Ханбери Брауном 
и Р. Твиссом. Подобным образом, используя всего два 
детектора, разнесенных на расстояние порядка киломе- 
тров, удалось, например, непосредственно измерить диа- 
метры некоторых наиболее ярких звезд, что прежними 
методами сделать не удавалось, поскольку флюктуации 
плотности земной атмосферы лимитируют как размер 
базы звездного интерферометра Майкельсона, так и диа- 
метр зеркала оптического телескопа, делая дальнейше 
их увеличение бессмысленным. К 

В этой связи представляется уместным выяснить, 
в какой степени увеличение числа детекторов способно 
увеличить количество сведений о пространственном рас- 
пределении источников и может ли этих сведений ока- 
заться достаточно, например для полного восстановления 
картины звездного неба или какого-либо другого изо- 
бражения. | Р: 

Для этого прежде- всего изложим общую формаль- 
ную схему рассмотрения процесса формирования изобра- 
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жений, которая позволит нам попутно провести сравиё: 
ние корреляционных методов восстановления изображе- 
ний с более традиционными — голографией, фотографией 
ИТД: | | 

Обобщая «двухточечную» модель предыдущего па- 
раграфа на случай произвольного числа источников, рас- 
смотрим плоскость изобра- 
жения (передатчика) от, раз- 
битую на ячейки площади $+, 5, 
как показано на рис. 8. 
Вследствие неопределенно- 
сти между координатой и 
волновым числом фотона 
ІД: у22л монохроматиче-; 
ское излучение каждого ис- 
точника снова представим 
в виде набора осцилляторов, РОР 
характеризуемых направле- 
нием распространения и интервалом телесного угла 


090,2 [(2лс) 2/0;02] соѕ Ф, 


где ф— угол между этим направлением и осью 2, 
расположенной перпендикулярно к плоскости антенны и 
проходящей через ее центр. 

В дальнейшем мы выберем условия приема такими, 
чтобы в формировании видимого изображения участво- 
вали лишь те осцилляторы, направление распростране- 
ния которых параллельно оси 2. Это обстоятельство по- 
зволяет каждой из ячеек передаваемого изображения 
однозначно сопоставить всего один пучок — осциллятор 
излучения в телесном угле 80;==:(2лс)2/0;о? (рис. 8). 

В качестве приемника излучения выберем плоскую 
площадку о, с центром на оси г и будем измерять пере- 
менные поля, локализованного на ячейках площади $5» 
внутри этой площадки. Затем, как и прежде, свяжем 
с каждой из приемных ячеек осциллятор поля излуче- 
ния, падающего со стороны передатчика в телесном угле 
60, = (2лс) 2/06. Будем рассматривать канал без потерь, 
положив 


0.= 01-720, (51) 


где г — расстояние между центрами передающей и при- 
емной антенны. В этом случае число входных перемен- 
ных канала равно числу выходных, а операторы рожде- 


193 


НИЯ и аннигиляции фотонов снова можно связать линей- 
ным преобразованием 


у Е (ғ) а;, (52) 
1 


где опять греческие индексы нумеруют выходные осцил- 
ляторы, а латинские — входные. 

Нетрудно сообразить, что случай г=0 отвечает про- 
сто контактному «отпечатыванию» изображения на при- 
емной плоскости, чему соответствует ДЛ, =... 


Нас же будет прежде всего интересовать обратный 
случай /220;„, для которого, повторяя и слегка обоб- 
шая аргументацию предыдущего параграфа, можно 


записать [54] | 
л,= ү г ехр (; т, (53) 


Несколько конкретизируем это выражение применитель- 
но к нашему случаю, для чего ячейки приемника и пе- 
редатчика будем отсчитывать по двум осям х и у, сопо- 
ставив каждой из этих ячеек уже два индекса — грече- 
ские в первом случае и латинские во втором. С этими 
обозначениями 


„в = ИЕ @ь 1) (ә 1), (54) 


где р, у, ј, Е=0, —1,.., —=1/= 0/2, а нулевые значе- 
ния индексов соответствуют ячейкам, расположенным 
в центре антенны передатчика или приемника соответ- 
ственно. Учитывая, что Г велико в сравнении с линейны- 
ми размерами антенны и вводя обозначение у=А/Ц,, 
можно переписать (54) в виде | | 
(6—92 (0—0) 2] 

Г у, ТЕТ. А ЗЕ у о (95) 
Отсюда, отбрасывая несущественный общий фазовый 
множитель ехр [і (о/с) /], запишем окончательно 


А. = -ехр {ва — 1-Е (У ТЕ), (56) 


где а= 0/:/2с”. Непосредственной проверкой нетрудно 
убедиться, что определенная таким образом матрица Л 
унитарна, поэтому для описания статистических свойств 
рассматриваемого пространственного канала можно нех 
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02 


МА. 


посредственно пользоваться общими результатами, из- 
ложенными в $ 2, гл. 3. 

Обсудим теперь различные способы измерения пере- 
менных поля в приемных ячейках, интересуясь при этом, 
какие возможности восстановления изображений эти 
способы предоставляют и как влияют на результат ста- 
тистические свойства источников. 

Прежде всего посмотрим, что даст непосредственная 
регистрация чисел фотонов в каждом из выходных осцил- 
ляторов, или средних их чисел “ (п„), полученных 


в последовательных отсчетах за ‘достаточно длительное 

время. Если матрица, составленная из квадратов моду- 
о ә , 

лей Ае А ‚ несингулярна (т. е. имеет обратную, или, 


что то же самое, ее определитель отличен от нуля), то 
с помощью (52) можно найти средние числа фотонов, 
испущенные каждой из ячеек изображения: 


(ау А, (57) 


МА ы | Е 
ге У (Л, „|А, „22,8, В тривиальном слу- 
1%, У 
чае, когда расстояние между изображением и приемником 
ЕЕ И (57) сводится к тождественному 


преобразованию, как это, например, имеет место при 
контактной фотопечати. При увеличении Г изображение 
размывается, однако до определенных пределов 
4е!| [А |2] остается заметно отличным от нуля, что по- 
прежнему позволяет восстанавливать изображение с по- 
мощью (57). | 

Если же г» Ио, и становится применимо выражение 
(56), все элементы Л,, ‚‚ становятся одинаковыми по аб- 
солютной величине, что обращает еі | |]? | в нуль и делает 


преобразование (57) невозможным, т. е. изображение 
полностью размывается. Разумеется, при непрерывном 
уменьшении этого определителя от 1 до 0 уменьшается 
и достоверность восстановления размытого изображе- 
ния, что при заданных статистических свойствах источ- 
ников в принципе можно исследовать с помощью обыч- 
ной байесовской методики, применив для вычисления 
переходных вероятностей канала общие формулы из $ 2 
гл. З. 
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Е. 


Теперь остановимся подробнее именно на случае, ког- \ 
да Л„,, дается выражением (56) и (57). не "приводит к | 


желаемому результату. Прежде всего рассмотрим си- | 
туацию, когда каждая из ячеек изображения посылает 
когерентный пучок с соответствующей комплексной 
амплитудой о;;. Измеряя в каждой из ячеек приемника 
амплитуду и фазу пришедшего сигнала. (одним из спо- 
собов, обсуждавшихся нами ранее, например, 0-, р- 
приемом), мы тем самым найдем выходные значения 


— 


‘„ откуда с помощью (52) всегда можно вычислить 


а:;. Нетрудно сообразить, что этот случай соответствует 
просто восстановлению изображения по голограмме, об- 
суждавшемуся нами в предыдущем параграфе. 

Наконец, обратимся к корреляционным методам по- 
лучения информации о пространственном распределении 
источников. Для простоты обсудим лишь источники 
с тепловой статистикой, когда < (А < п (т 
+1), хотя приводимые нами формулы могут быть обоб- 
щены на произвольный стационарный случай. 

Если путем надлежащей статистической . обработки 
результатов измерения переменных поля найти корреля- 
цию флюктуаций амплитуды и фазы в каждой паре яче- 
ек приемника, можно вычислить корреляцию между 
флюктуациями канонических координат и импульсов со- 
ответствующих осцилляторов, что, в свою очередь, экви- 
валентно знанию моментов 


-- -- 
(а, а,, а Е а, а,,). 
_ Тогда, применяя (52) можно записать | 
х + р 
№ 29 А (а, а, ) а (а;;аг). 8+ (58) 


уру ^ 


Поскольку такое преобразование всегда существует, изо- 
бражение восстанавливается полностью. Любопытно, что 
если источники имеют тепловой характер, то знания ука- 
занных корреляционных моментов вообще достаточно 
для полного статистического огисания системы, что от- 
мечалось Такахаси [26]. В некотором смысле этот способ 
эквивалентен фиксации голограммы, поскольку на са- 
мом деле для восстановления изображения важно знать 
не абсолютные, а относительные значения фаз в ячей- 
ках приемника, однако он не требует применения опор- 
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ного пучка, необходимого для получения обычной голо-. 
граммы. | 

< И, наконец, остановимся на вопросе о возможности 
восстановления изображений по данным о корреляциях 
фотоотсчетов в приемных ячейках. Для того, чтобы вы- 
яснить, достаточна ли информация о парных корреля- 
циях для однозначного восстановления изображения, вы- 
числим центральные корреляции выходных отсчетов 


Ах м ((” Е (9), х5 (0.,))) (99) 
при заданных входных средних И —. Вычисления, ИС 


пользующие (52) и представление Глаубера — Сударша- 
на для теплового состояния осциллятора, дают 


Қ 78 О Хх (пу) И 


я У А», А, ЫА, Ауу, ы(пи)(пы)- (60) 
И, В 


Из этой формулы видно, что если комбинация 
х ) х 
А ру, 4, мА, А Хх, Е’ 


рассматриваемая как матрица, строки которой нумеруют- 
ся четверкой индексов $, 60701, а столбцы — четверкой 
ь, у, 4, х, несингулярна, то по заданной * корреляционной 
матрице К можно ‘обратным по отношению к (60) 


преобразованием найти элементы симметричной матри- 
цы, составленной из произведений < 0:32 «пы>>, асле- 
довательно, и сами средние числа фотонов. 


ру, № 


Рис. 9 Рис. 10 


| Анализ, к сожалению, показывает, что однозначного 
восстановления картинки таким образом получить не 
удается. Например, для изображения, составленного все- 
го из двух источников, рассмотренного в предыдущем 
параграфе, корреляционный метод позволяет различить 
картинки *), изображенные на рис. 9, где одинарная 


_*) Рассматривать картинки с различным суммарным средним числом 
фотонов У < пи! > нет смысла, поскольку они заведомо различимы. 
і, | а 
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штриховка соответствует некоторому среднему числу 
излученных фотонов <п>, а двойная —2<и>. Картин- 
ки же, отличающиеся лишь перестановкой светящейся 
клетки (рис. 10), корреляционным методом неразличи: 
мы. На рис. 11 для примера представлены еще две груп- 
пы картинок из четырех клеток, неразличимых между 
собой, в то время как любые изображения, взятые из 
разных групп, попарно различимы. | 


А А ААА] 
09 
6% 


4% 


`_ № 


595 
о 
Коодо 
рос 


Рис. 11 


Существует, однако, еще одна любопытная возмож- 
ность, для выяснения которой заметим, что в силу 


| - (60) 
строки матрицы А г» рассматриваемые как функции па- 


ры переменных і, |, составляют полный ортогональный 
набор. Поэтому среди этих строк при г» У о, есть и 
такая, элементы которой не зависят от і, ј. Из геометри- 
ческих соображений и формулы (53) нетрудно заклю- 
чить, что эта строка соответствует значениям и, у=0 и 
описывает связь ячеек изображения с ячейкой прием- 
ника, расположенной в центре его антенны. 
Если теперь обратиться к (60) и записать _ 


Ко, Хх = ро, хоо) Тау — у А... (т) , (62) 
ИТ 


то нетрудно видеть, что значения т ў представляют 


собой просто квадраты модулей Фурье-компонент изо- 
бражения <и;;> по отношению к ортонормированной 
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вистеме функций | а 
(6 ђ = А, у“ (63) 
Поскольку само изображение может быть представлено 
с помощью обратного преобразования в форме 
х (ЎА, т) һе д = (т), (64) 
Хх \Ь/ 
задача сводится к отысканию соответствующих фазовых 
множителей. 
Эти дополнительные сведения иногда можно полу- 
чить, если требуется восстановить лишь часть изображе- 
ния, в то время как распре- 
деление яркости на другой 
его части известно заранее. 
Аналогичным образом 
можно поступить и в том слу- 
чае, если известным являет- 
ся внешний фон, на котором 
расположено изображение. 
Так, например, происходит 
при наблюдении небесного 
объекта на фоне черного не-. | 
ба — тогда можно разбить ячейки приемника на более 
мелкие и как бы искусственно включить в изображе- 
ние часть этого фона, распределение яркости которого 
известно. Разумеется, необходимость согласования числа 
входных и выходных переменных при этом автоматиче- 
ски приведет к укрупнению ячеек изображения 
(см. рис. 8), т. е. к уменьшению разрешающей способ- 
НОСТИ. 
Кроме того, самостоятельный интерес представляет 
и определение статистических свойств изображения без 
восстановления его деталей. Для этой цели достаточно 
измерить корреляцию фотоотсчетов между центральной 
ячейкой приемника и всеми остальными (рис. 12), найти 
с помощью (62) Фурье-компоненты корреляционной 


функции изображения | У) /,,({, Л (пи) >, а затем со- 
і, 1 
вершить обратное преобразование. 


5. Интерференция независимых световых пучков 


` Успехи оптических корреляционных методов получе- 
ния сведений о пространственном распределении источ- 
ников света вызвали ряд недоуменных вопросов и поро- 
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ДИЛИ весьма оживленную дискуссию. Дело в том, что 
с давних пор многие теоретики считали, что фотоны, ис- 
пущенные независимыми источниками, не интерфериру- 
ют. Что же касается классического опыта по наблюде- 
нию дифференционной картины, то там по суще 
всегда используются лучи, полученные расщеплением 
света от одного источника. 

Вместе с тем, как мы уже неоднократно отмечали, 
корреляционные методы в статистической оптике основа- 
ны именно на эффекте интерференции независимых све- 
товых пучков, поэтому здесь уместно попытаться выяс- 
нить наиболее принципиальные стороны этого вопроса. 
_ В работе [46] Мандель и Пфлигор привели эксперимен- 
тальные результаты по обнаружению корреляции фото- 
отсчетов в пучках, полученных смешением излучения не- 
зависимых лазеров, что косвенно подтверждает возмож- 
ность интерференции различных фотонов. С другой сто- 
роны, уже довольно простой анализ показывает, что если 
бы в эксперименте использовались не лазеры, а моно- 
хроматизированные пучки теплового происхождения *), 
то корреляции фотоотсчетов скорее всего не были бы 
обнаружены. Однако отсюда еще нельзя было бы сде- 
лать вывод об отсутствии интерференции независимых 
пучков — для этого необходим более детальный анализ 
пространственной периодичности корреляционных функ- 
ций, к которому мы сейчас и приступим. 

Рассмотрим два световых пучка, мощности которых ·· 
сосредоточены в узком частотном интервале В вблизи 
‘частоты о. Если Т — время наблюдения интерференци- 
онной картины, то излучение каждого из пучков удобно 
представить обычным способом в виде набора осцилля- 
торов бегущих волн, налагая периодические граничные 
условия на границе куба с ребром /=сТ. При этом, 
если В<«2л/Т и интервал направлений волновых векто- 
ров в каждом из пучков Ак. >2л/СТ, можно считать ВОЗ- 
бужденными лишь два осциллятора поля, однозначно 
поставив им в соответствие падающие пучки, вектор-по- 
тенциалы которых | 


Е уо а ере 
= 9) е; (ае ае з (65) 


*) Получение таких пучков с достаточными для корреляционного 
опыта монохроматичностью и мощностью, по-видимому, находится 
за пределами возможностей сегодняшней техники, однако с прин- 
ципиальной точки зрения это несущественно, 


2 00 


Здесь ј — номер пучка, аї{и ау! — операторы рождения И 
=> 
уничтожения фотонов, е; — единичный вектор поляризации. 


Идея наблюдения интерференционной картины состо- 
ит в том, чтобы зафиксировать числа фотонов в некото- 
рои совокупности световодных каналов, поля которых 
образованы суперпозицией исходных пучков с надлежа- 
щими относительными сдвигами фаз (рис. 13). 

Рассмотрение этой задачи сводится к выяснению 
трансформационных свойств матрицы плотности излуче- 


Рис. 13 


ния при переходе от описания поля с помощью исходной 
системы осцилляторов к описанию с помощью совокуп- 
ности осцилляторов, сопоставленных световодным кана- 
лам. Гакой переход снова эквивалентен линейному пре- 
образованию переменных поля, которое при условии 
сохранения энергии приводит к унитарному преобразова- 
нию операторов уничтожения. фотонов: 


а, = ХА, а, | (66) 
] 


где а, и а; — соответственно операторы осцилляторов 


световодных каналов и падающих пучков. 


Для нахождения матрицы А; и установления соот- 


ветствия рассматриваемой формальной схемы классиче- 
скому интерференционному опыту предположим, что ис- 
ходные пучки являются когерентными состояниями двух 
осцилляторов, представляющих собой почти плоские вол- 
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Ны © волновыми векторами №; и № и комплексными ам- 
плитудами ои, 2= А1, 2ехр (#1, >). Излучение обоих пучков 
падает на площадь /2, а световодные каналы представ- 
ляют собой параллельные пластины шириной [ (рис. 13). 
Будем считать, что излучение линейно поляризовано 
в направлении у и А,=0. Тогда при почти нормальном 
падении пучков и выполнении неравенства (и; х) 1<« 
< 2л состояние поля излучения в каждом канале будет 


когерентным с комплексной амплитудой а, = У Ара. 
1 


Квадраты модулей | Л, |? при этих условиях не зави- 


сят от ши] и могут быть определены из отношения пло- 
щадей | Л„, =. 


Учитывая, что каждый пучок приходит в в-канал со 
| 
сдвигом фаз ух (Хх, №) (здесь х,=1(в— =) — сред- 


няя координата џ-го канала, а хо определяется выбором 
начала отсчета), с точностью до постоянного фазового 
множителя найдем 


А у= у 18 ехр [й (х, -- х,)]. (67) 


Здесь и ниже индекс х при Ё; будем опускать. 
Из (67) видно, что средние числа фотонов, зафикси- 
рованные в каждом канале при хо= л/2/А6, 


(и. = (=) [4 4 4, — 2А, А, зіп (©, — Ф, -- АЁх,)] (68) 


обнаруживают периодическую зависимость от коорди- 
наты, как и в классическом интерференционном опыте. 

Нетрудно показать, что тот же результат имеет ме- 
сто, если вместо когерентных взять стационарные пуч- 
ки, полученные расщеплением одного, поскольку относи- 
тельные разности фаз при этом содержатся в переход- 
ных недиагональных элементах матрицы плотности. 

Выражение (68) справедливо в предположении, что 
ІА2< 2л. Если же пластины имеют произвольную толщи- 
ну АР >> [, то необходимо просуммировать (68) по и (џр= 
—=1, 2,..., АЦ). Производя указанное суммирование 
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и учитывая, что АЕ<2л, получим 


е (29 АГ, 1 Е ип (АЛЕ. /2) 
(п. ЕУ: |4 ‚А к 2А,А. — (ВЕАГ/Э) - х 
У віп [о — Ф, | ЛААІ С Е =) |} (687) 


где индекс и указывает номер пластины толщиной Л/. 
Обычно выбирают толщину пластины равной л/АХ, т. е. 
полуширине полосы в классической интерференционной 
картине; тогда, как следует из (68), при Ф. => каналы 
с четным и соответствуют максимумам, а с нечетными— 
минимумам зафиксированных чисел фотонов. 

Если же пучки независимы и стационарны, т. е. их 
матрицы плотности коммутируют с гамильтонианами 
соответствующих осцилляторов, то в каждой отдельной 
реализации невозможно заранее указать положение 
интерференционных полос. По этой причине регистрируе- 
мая картина оказывается однородным случайным полем, 
а критерием наличия или отсутствия интерференции мо- 
жет служить периодичность коэффициентов корреляции 


К у= (т, — (т,)) (и, — (м,))) (69 


как функции разности индексов ^=и—^\. Необходимые 
вычисления с учетом (67) дают [55] 


к„= (2) У! [080 00) 4-5, (п |+ 


1—2 
1-2 ЕЙ (пз) (пл) соѕ ДЕ (х — Х,), (70) 


где < (Ли;)22> = <и2;2> — <и; — дисперсия чисел фо- 
тонов в ј-м падающем пучке. 

Для пластин же с произвольной шириной А/ коэффи- 
циенты корреляции К, можно "получить " суммированием 


(70) по ячейкам, как это уже делалось выше при по- 
лучении (68): 


к = (42) У (ал) — (о +, а (+ 


[=1;0 ) 5) 
49 2] (т) (л) Рт" | т ДЕЛІ (№ м). (71) 


Естественно, при ЛАЛІ < 2л (71) совпадает с (70). 
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Заметим, что в эксперименте [46] по существу найдены 
свернутые значения К: = Кш, 2/1, ЧТО, конечно, еще 


А | 
не дает окончательного ответа на вопрос о статистиче- 
ских свойствах интерференционной картины и о самом 
ее наличии. Однако ниже мы вычислим и эти значения, 
поскольку экспериментальное определение всех коэффи- 


циентов К, по-видимому, находится за пределами воз- 


можностей сегодняшней техники. 


Суммируя в (71) по всем четным џ и нечетным у, 
получим 


>. 2 2 

Ки = (+) СУ У [Ат — (200) (из) х 

Р | 
АІ \2 гіп (ДАЛІ /2) 72 Гѕіт (МАРАГ./2) ] 2 

х(=) | АЕДІЈ9 | Е: о | соз (АРАГ), (72) 
где № — общее число пластин. Если выбрать АГ, равным 
л/Ле, то Ку будет соответствовать корреляции между 
суммарной интенсивностью всех максимумов и суммар- 
ной интенсивностью всех минимумов. 

Разумеется, (71) и (70) представляют более деталь- 
ное описание корреляционных свойств оптических полей. 
Поэтому ниже при обсуждении результатов за основу 
примем формулу (70). 

Прежде всего из (70) следует, что при и=-\ 


К „== К КО К, (73) 

где р | | 
ко = (2) Каф 09 
= 2 т (21) (п) соѕ [ДА (2 Је ае) 


Разумеется, в корреляционном эксперименте с фиксиро- 
ванным расположением детекторов невозможно раз- 
дельное определение коэффициентов (74) и (75), однако 
физические предпосылки их появления в сумме (73) су- 
щественно различны. Из (70) следует, что корреляция 
интенсивностей не исчезает и в том случае, когда мощ- 
ность одного из потоков равна нулю (< и> =0), при 


(12)._ е К) 
этом К,» =0 и Ка Кее 
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Возникновение флуктуаций чисел фотонов в прием- 
ных каналах при <:(Ап!)?> < <и >>! связано с извест- 
ным эффектом изменения статистики излучения при рас- 
щеплении пучка, а корреляция между этими флуктуациями 
обусловлена просто законом сохранения энергии. Такая 
ситуация особенно наглядно иллюстрируется на приме- 
ре, когда число фотонов в пучке строго определено и 
равно п (п-квантовое состояние). В этом случае совме- 
стное распределение чисел фотонов в приемных каналах 
будет полиномиальным (ем. гл. 3): 


о (т 1) = п! = 9 (л. — У т, \ (76) 


откуда следует наличие флуктуаций в приемных кана- 
лах, хотя число фотонов в исходном пучке и не флуктуи- 
рует. Факт же статистической зависимости отсчетов, свя- 


занный с законом сохранения Ут, =и:, обусловливает 


У 


появление корреляции между флуктуациями. Расчет аб. 


с помощью (76) приводит к полученному выше выраже- 
нию (70)-с <п›>=0и < (Ат)25 =0. 

Как видно из (74), величина корреляции для только 
что рассмотренного случая п-квантовых состояний мак- 
симальна и отрицательна. С увеличением дисперсии 
действие закона сохранения происходит лишь в среднем, 
и корреляция, оставаясь отрицательной, уменьшается по 
величине, полностью исчезая для пуассоновских потоков 
пр < (Ап!) = <и. Действительно, считая, что 

в (76) числа фотонов падающего пучка распределены по 
Пуассону со средним <>, получим, что совместное 
распределение ®({т_}) является произведением незави- 
симых пуассоновских распределений [33]: 


(ГА, 1 (ау) 


о ({т,}) = П О ра оао 


что и обеспечивает отсутствие корреляции. 

Если же < (Ап!)*> > <>, то корреляция положи- 
тельна и увеличивается с ростом дисперсии. При этих 
условиях действие закона сохранения энергии полностью 
«замазывается» и наличие положительной корреляции 
естественно связать лишь «< самими статистическими ха- 
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рактеристиками падающего излучения, поскольку при 
относительно больших флуктуациях случайное увеличе- 
ние чисел фотонов в исходном пучке приводит к одно- 
временному увеличению чисел отсчетов во всех прием- 
ных каналах. 

Отметим, что наличие положительной пространствен- 
ной корреляции интенсивностей монохроматизированных 
тепловых потоков, для которых < (Ат)?>2 =< ии (1+ 
+ <>), наблюдалось экспериментально и рассмотре- 
но теоретически Брауном и Твиссом. 

Таким образом, мы можем констатировать существо- 
вание пространственной корреляции фотоотсчетов в ‹лу- 
чае одного пучка, причем величина этой корреляции 
существенно зависит от статистических свойств излуче- 
ния (для корреляции второго порядка по числам фото- 
нов статистические свойства определяются лишь диспер- 
сией < (Ап.)2>). 

Посмотрим теперь, как изменится ситуация, если при- 
сутствуют оба пучка (<> 520, <п>> 520). Как видно 
из (70), помимо членов (74), причину возникновения ко- 
торых мы выяснили выше, появится периодически зави- 
сящий от разности координат и пропорциональный про- 
изведению мощностей потоков член (75). Именно эта 
периодическая часть свидетельствует о наличии интерфе- 


ренции между пучками в каждой реализации длитель- 
ностью Т= 27/В. 


Из сравнения (68) и (70) видим, что пространственный 
период К„, как функция разности координат х —Х, СОВ- 
падает с расстоянием между полосами в классическом 
интерференционном опыте. Поэтому в дальнейшем мы 
будем исследовать корреляцию отсчетов между харак- 
терными областями, находящимися на расстояниях, 
кратных полуширине классической интерференционной 
картины, т. е. х, — х, = ®4/ДА. В этом случае 

[ 2 
Ки = (5-) У! ае) — (00 


+20 ө] (2) 0). @9 


_- Качество наблюдаемой в опыте интерференционной 
картины определяется соотношением величины корреля- 
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ции между максимумами (^= 2) и величины коррёлЯ: 
ции между максимумами и минимумами (^=21-1). По- 
этому величину К=0,5 (К, — Коу] естественно на- 
звать абсолютной контрастностью полос. Из (78) 
получим 


К =2 (Г) (л. (пз). (79) 
Определенная таким образом абсолютная контрастность 
не зависит от статистических свойств излучения и опре- 
деляется лишь его спектральными характеристиками. То, 
что А положительно, показывает, что случайное увели- 
чение отсчетов в какой-либо области происходит одно- 
временно с увеличением отсчетов во всех областях, 
находящихся на расстояниях, кратных классическому 
полупериоду л/ЛЕ, что и должно иметь место при нали- 
чии интерференции. 

Хотя абсолютная контрастность К и является некото- 
рой мерой глубины максимумов и минимумов, однако 
вследствие случайных флуктуаций чисел отсчетов в каж- 
дом из приемных каналов отчетливость полос в каждой 
реализации опыта может затушевываться. Поэтому ка- 
чество интерференционной картины будет характеризо- 
вать скорее относительная контрастность А= К/К (0). 
Поскольку величина флуктуаций К(0) увеличивается 
с ростом < (Аю, з)?2>, как это видно из (78), то опреде- 
ленная таким образом относительная контрастность / 
убывает с увеличением дисперсии чисел фотонов в па- 
дающих пучках, не исчезая, однако, ни при каких ко- 
нечных значениях < (Ап1.2)2>. 

Остановимся теперь специально на случае стационар- 
ных пуассоновских потоков (< (Ап1,2)2> = <>). Из 
(70) следует, что величина. корреляции определяется 


12 
лишь интерференционным членом Қ, выражения 


(75). Этот результат, разумеется, не зависит от проис- 

хождения потока с пуассоновской статистикой. Формаль- 
но такой поток может быть введен как стационарный 
ансамбль когерентных сигналов фиксированной ампли- 
туды или же как результат сильного ослабления п-кван- 
тового сигнала. Однако ни в каком физическом экспери- 
менте ‘невозможно выяснить, имеет он «когерентное» или 
«п-квантовое» происхождение, поскольку матрицы плот- 
ности результирующих состояний поля в обоих случаях 
совпадают. 


Отметим, что значение для корреляции, приведенное 
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в [46], ё точностью до обозначений совпадаёт ©. ёооїноів- 
нием из (72) при КАН 

Укажем, наконец, некоторые особенности корреляции 
отсчетов в случае независимых потоков узкополосного 
излучения тепловых источников. Такие потоки могут 
быть получены с помощью монохроматоров из равновес- 
ного излучения, испускаемого телами достаточно высо- 
‚ кой температуры. Учитывая, что для тепловых состояний 
< (Ап1,2)*> = < 521(14- < зс>), с помощью (78) по- 
лучаем при 

КО) = (ИР т) + (— 1) (0). (80) 

Важной особенностью этого случая является отсутствие 
корреляции при <п.>=<и›> между максимумом и 
минимумом интерференционной картины, т. е. при А= 
=21+1. Другими словами, если бы в опыте использова- 
лись монохроматические пучки теплового происхожде- 
ния, то при ЛДАЛе< 2л его результат оказался бы отри- 
цательным. Однако при этом значительна корреляция 
между максимумами, так что абсолютная контрастность 
при < п! > = <пә2> по-прежнему определяется по (79) 

Резюмируя изложенное, можно сказать, что стати- 
стические свойства используемых пучков оказывают 
сильное влияние на корреляцию фотонов в эксперимен- 
тах, подобных описанному в [46], хотя отсутствие такой 
корреляции еще не приводит к окончательному выводу. 
о невозможности интерференции. В свою очередь, ‘нали- 
чие корреляции не всегда можно интерпретировать как 
проявление интерференционных эффектов, что видно из 
формул (70), (71) и (72) при <и2> =0. 


Заключение 


В заключение автору хочется еще раз обратиться 
к основным событиям последних 10—15 лет, оказавших- 
ся столь плодотворными для совсем молодой еще обла- 
сти науки—физической теории информации. Вместе стем 
трудно удержаться от попытки наметить те направления 
се развития, которые сегодня представляются наиболее 
перспективными. | 

Если еще в начале 60-х годов господствовала точка 
зрения, согласно которой теория передачи сигналов есть 
раздел математики и к теоретической физике прямого 
отношения не имеет, то теперь ситуация существенно из- 
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менилась. Напротив, многочисленные исследования, 
предпринятые за последнее десятилетие, выявили глубо- 
кую внутреннюю связь между теорией информации и 
статистической физикой, а многие важные формулы 
теории Шеннона оказались просто предельными резуль- 
татами физической теории при больших мощностях и 
относительно низких частотах передаваемых сигналов. 

Вместе с тем необходимо отметить, что во многих 
важных вопросах полная ясность отсутствует и по сей 
день. В особенности это относится к тому кругу проблем, 
который затрагивает эволюцию понятий энтропии, 
информации и энергии при внешнем воздействии на 
сложную физическую систему и взаимодействии между 
ее частями. В первую очередь это касается проблемы 
косвенных измерений, тесно связанной с ней проблемы 
предсказания, вопроса об извлечении максимальной ра- 
боты из неравновесной среды и т. д. Как отмечалось 
в первой главе, здесь, в частности, неясно даже, прямое 
или косвенное измерение является в информационном 
смысле наиболее эффективным *). 

В этой связи позволим себе небольшое отступление. 
Любая физическая или математическая теория строится 
на фундаменте, состоящем из некоторого набора основ- 
ных соотношений, ‘неравенств. и теорем, опираясь на 
которые можно получить все остальные фезультаты 
теории сравнительно простыми, стандартными мето- 
дами. Сам этот фундамент обычно создается ценой 
значительных усилий, зато последующая разработка ча- 
стных следствий и различного рода конкретных проблем 
обычно уже не составляет особого труда. 

У автора создалось впечатление, что в круге вопро- 
сов, связанных с переносом информации и энергии при 
взаимодействии неравновесных физических систем, по- 
строение подобного фундамента еще не закончено. Ра- 
зумеется, обсуждавшиеся в гл. | лемма Клейна, неравен- 
ство между количеством информации и дефектом энтро- 
пии, «неравенства треугольника» для энтропий статисти- 
чески связанных подсистем и т. д. уже сейчас позволяют 
сделать некоторые любопытные выводы весьма общего 
характера. Однако доказательство новых неравенств и 
теорем здесь все еще сопряжено с большими математи- 


*) К моменту выхода книги последнее утверждение устарело 
(см. сноску на стр. 65). | | 


ческими трудностями, преодолению которых уже изве- 
стные соотношения помогают мало. Именно это обстоя- 
тельство и наводит на мысль, высказанную в начале 
абзаца. Разумеется, подтвердить или опровергнуть пра- 
вомерность этих предварительных соображений можно 
будет лишь после того, как статистическая теория взаи- 
модействия неравновесных физических систем ‘будет 
построена и достаточно детально разработана. 
Другим важным разделом физической теории инфор- 
мации, получившим за последние десять лет довольно 
основательное развитие, является оценка скорости пере- 
дачи данных в фотонных каналах и оптимизация <посо- 
бов приема при различных статистических особенностях 
источника сообщений. С прикладной точки зрения здесь 
особенно интересны результаты, приводящие к выводу 
о возможности асимптотического достижения пропуск- 
ной способности идеального канала при слабых сигналах 
и практически любых собственных шумах передатчика. 
Дальнейшие усилия в этом направлении предстоит при- 
ложить уже специалистам по теории кодирования, по- 
скольку для практической реализации приведенных нами 
з ГЛ. 2 теоретических оценок необходимо разработать 
методику оптимального использования существенно 
асимметричных каналов с двоичным алфавитом. 
Вообще говоря, в разделе о пропускной способности 
одномерных оптических каналов при наличии внешних 
помех или собственных шумов передатчика едва ли мож- 
но ожидать появления новых фундаментальных теорети- 
ческих работ, однако попытки реализации выводов тео- 
рии на практике здесь еще только начинаются. 
В теоретическом же плане чрезвычайно перспектив- 
ными представляются дальнейшие исследования по уста- 
новлению принципиальных пределов эффективности раз- 
личных преобразователей сигналов и потоков неравно- 
весного излучения. Правда, эта область довольно тесно 
связана с общей теорией взаимодействия неравновесных 
систем, которая, видимо, еще далека от завершения, 
однако некоторые результаты можно попытаться полу- 
чить уже сейчас. В этой книге мы рассмотрели лишь два 
весьма частных вопроса из этого круга: предел эффек- 
тивности одномерных преобразователей излучения ($ 6 
гл. 2) и собственные шумы усилителя когерентных сиг- 
налов ($ 7 гл. 3). Используя уже имеющиеся результаты 
по первому из этих вопросов, можно, в частности, попы- 
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таться установить пределы, ограничивающие возможно* 
сти создания безынерционных выпрямителей при перехо-, 
де в квантовую область. Во всяком случае, продолже: 
ние работы в этом направлении кажется сегодня весьма 
многообещающим. | 

При изучении процебсов нелинейного преобразования 
света очень важно наряду с применением полутермоди- 
намической теории неравновесного излучения совершен- 
ствовать и прямые методы расчета, основанные на ис- 
пользовании конкретных квантовомеханических моделей. 
В частности, это касается обобщения метода когерентных 
состояний применительно к нелинейным процессам; пока 
же работы в этом направлении еще не слишком много- 
численны. По-видимому, в недалеком будущем этот путь 
способен привести к установлению очень интересных за- 
кономерностей как в общефизическом плане, так и 
в теоретико-информационном. 

Едва ли следует ожидать принципиально новых на- 
ходок в области голографии — здесь, вероятно, предстоит 
лишь совершенствовать технологию и отыскивать все 
новые сферы практического применения этого удивитель- 
ного открытия. Зато в другом разделе статистической 
‘оптики — интерферометрии интенсивностей — по суще- 
ству сделаны пока еще лишь первые шаги. В гл. 4 мы 
рассмотрели некоторые вопросы, связанные с использо- 
ванием оптических корреляционных экспериментов для 
получения сведений о пространственном распределении 
источников. В наши задачи не входила сколько-нибудь 
детальная или техническая разработка этих проблем: 
читатель найдет ее в других книгах. Однако в этой 
области существует еще и масса принципиальных во-. 
просов, ответы на которые следует ожидать как от 
квантовой теории, так и от классической статистической 
радиофизики. Сейчас можно лишь © достаточным пра- 
вом утверждать, что пока корреляционные методы еще 
не доставляют астрономам всей той информации, кото- 
рую они в принципе способны дать. 

Говоря об астрономии, нельзя не упомянуть еще об 
одной захватывающей проблеме. Речь идет о попытках 
установления контактов с внеземными цивилизациями. 
Поскольку искать сигналы разумного происхождения 
непосредственно во всем огромном многообразии прихо- 
дящих на Землю электромагнитных волн — задача прак- 
тически безнадежная, человечеству сначала предстоит 
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осмыслить основные принципы, которым должны ПОДЧИ- 
няться способы посылки и кодирования таких сигналов. 
Одной из пионерских идей в этом направлении, поло- 
жившей начало работам по проекту «Озма» и другим 
подобным проектам, было предложение вести поиски 
вблизи линии излучения межзвездного водорода с дли- 
ной волны 21 см. В последние же годы все чаще выска- 
зывается предположение, что сигналы разумных существ 
следует искать в оптическом диапазоне. 

Однако на самом деле мы еще только пытаемся на- 
щупать принципы, которыми высший разум способен 
руководствоваться при посылке сигналов, и поэтому по- 
ка лишь очень смутно представляем, в каком диапазоне 
и что именно мы должны искать. Вместе с тем очевид- 
НО, что ответ на этот и подобные ему вопросы можно 
надеяться получить только на основе глубокого синтеза 
методов теоретической радиофизики и математической 
теории передачи сигналов. | | 

Во всяком случае, физическая теория информации 
является еще далеко не завершенной областью науки, 
а работа в ней способна привести к открытиям, которые 
сегодня трудно даже предвидеть. 
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